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Die Entspannungswelle bei plötzlichem Einschnitt 
eines gespannten elastischen Körpers 
Von A.-W. Maue in Freiburg i. Br. 


Ein unter Zug stehendes elastisches Medium wird senkrecht zur Zugspannung von einer Seite her 
momentan aufgeschnitten. Die Untersuchung des ablaufenden Entspannungsvorganges wird als zwei- 
dimensionales Problem durchgeführt. Die Lösung erfolgt unter Benutzung der vorliegenden Ähnlichkeits- 
verhältnisse mit funktionentheoretischen Methoden. 


An elastic medium that is subject to tension is suddenly cut up from one side, normally to the direction 
ofthe stress. T’he occuring motion of relaxation is investigated Iiwo-dimensionally. The solution is found 
by use of ihe present relations of similarity and by aid of ihe theory of functions of a complex variable. 


Un medium ölastique se trouvanl dans l’&at de tension est degage tout & coup d’un cöte, verticalement 
a la direction de la tension. L’exzamen du proced& de relächement s’accomplissani est execulE comme 
probleme bidimensionnel. La solution est trouvee par l’usage des relations d’analogie donnees & l’aide de 
meihodes de la theorie de fonctions. i 


VYıpyras cpena, Hanparaemaa Ha PacTsKeHHe, MTHOBEHHO B3pesaetch C MOHOÄ U3 CTOPOH, 
B HAIIPABIeHUM, ITePIICHAHKYIAPHOM K PacrTsıreunm. MccseroBanme MpomMecca YÖBIBAHOITETO 
HAIPMKeHHA IIPOBOAUTCH B BHNE AByMepHoH saayn. Permenue OCHOBEIBAECTCH Ha PyHRUHOHAJI- 
HO-TeOPeTHYECKHX METONAX IPH HCHOANBSOBAHMH MAHHBIX OTHONIEHMÜ IIONOÖHM. 


Die Randwertprobleme der Elastizitätstheorie weisen charakteristische Schwierigkeiten 
auf, die selbst bei sehr einfachen Problemstellungen bisher nicht überwunden werden konnten. 
So ist beispielsweise eine so grundlegende Aufgabe wie die Bestimmung der Eigenschwingungen 
des Quaders unter natürlichen Randbedingungen (freie oder festgehaltene Oberfläche) noch 
ungelöst. Die Ursache dieser Schwierigkeiten ist in dem Auftreten zweier verschiedener Schall- 
geschwindigkeiten zu erblicken. Die longitudinalen und transversalen Wellen breiten sich zwar 
im Innern des elastischen Mediums unabhängig.voneinander aus; doch sind sie durch die Rand- 
bedingungen miteinander gekoppelt, so daß ein Schwingungsvorgang im allgemeinen beide 
Wellentypen gleichzeitig enthält. Einfache Verhältnisse ergeben sich nur im statischen Grenz- 
falle; dann gehen die beiden verschiedenen Wellengleichungen in ein und dieselbe Potential- 
gleichung über. 

Die vorliegende Arbeit soll ein Beitrag zur Entwicklung von Methoden sein, um die er- 
wähnten Schwierigkeiten analytisch zu bewältigen. Dementsprechend ist bei der im folgenden 
zu behandelnden Aufgabe das Gewicht hauptsächlich auf die Lösungsmethode gelegt, weniger 
auf die Ergebnisse. Für ein spezielles Rand- und Anfangswertproblem wird die analytisch voll- 
ständige, strenge Lösung gewonnen. Die Randbedingungen sind die freier Oberflächen längs 
einer Halbebene, wie sie praktisch bei jeder ebenen, geradlinig begrenzten Bruchfläche inner- 
halb eines elastischen Körpers realisiert sind. 


$ 1. Problemstellung 


Ein unendlich ausgedehntes elastisches Medium unterliege einem gleichmäßigen Zug o, 
in y-Riehtung. Zur Zeit t =0 werde der Körper momentan längs der Halbebene y=0, 2 <0 
aufgeschnitten. Von der Schnittfläche geht eine Entspannungswelle aus, deren Spannungs- 
verteilung untersucht werden soll. Die Aufgabe wird zweidimensional in der x-y-Ebene be- 
handelt, die Verschiebung in der z-Richtung sei null. 

Eine- Übersicht über die Form der Entspannungswelle zur Zeit £ > 0 gibt Bild 1. Es sei 
a die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Druckwellen (Kompressions-, Longitudinalwellen), 
b die der Schubwellen (Torsions-, Transversalwellen). Im Gebiet I, dessen Begrenzung im Ab- 
stand at vom Schnitt verläuft, herrscht die ungestörte Anfangsspannung. Die übrigen Gebiete 
sind durch verschiedene Stoßwellen beeinflußt, die von der Schnittfläche und ihrer Schneide, 
der Kante —=y=0, ausgehen. Es sind dies eine ebene Druckwelle (Gebiet II), eine longi- 
tudinale (Gebiete III + IV + V)undeine transversale (Gebiet V) Zylinderwelle und eine trans- 
versale Kopfwelle (Gebiet IV). Letztere können wir uns nach dem Hu ygensschen Prinzip 
durch das Entlangstreichen der longitudinalen Zylinderwelle am Einschnitt entstanden denken. 
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Die Grenzlinien zwischen den Gebieten I bis V sind bei Verwendung von Polarkoordi- 
naten r, gund Beschränkung auf die obere Hälfte von Bild 1 durch die Gleichungen festgelegt: 


rsinp=at, even für die Grenze I/II 
al fe ” I+11/III - ei D): 
Y=bt Bsah- ss TEA 
rcs[& — (r—-p)=bi, O<n—o< » » FR III/IV 
Die Bedeutung des Winkels ß, ist aus 


I Bild 1 zu ersehen; es gilt 


b 
cos = re,  ) 


Die Spannungsverhältnisse in den durch 
die Kante unbeeinflußten Bereichen 
lassen sich ohne weiteres übersehen und 
angeben. Hierzu denkt man sich die 
Spannungen in die beiden Anteile zerlegt, 
die den Druck- und Schubwellen ent- 
sprechen: 
= +oR, ik=as, zy, yy (3). 
Für die zugehörigen Verschiebungen 
31.2 oilt 

rot 39 =0,, USE. (A). 


Bild 1 


Da der Anfangszustand drehungsfrei ist, folgt sofort 


eo, 0. 00) = une a 
und 
ee) lie LT 


Die ebene Druckwelle entspricht einem Sprung der Dehnung e,, an der Stoßiront. Die zuge- 
hörigen Spannungssprünge stehen wegen der Spannungs-Dehnungsrelationen (, u =Lame&- 
sche Elastizitätskonstanten) 
Hr —=(Au 4A) Enn + Akyy | 
Gy 2UEy RE RI TEN 
Oyy —/ Ex + (2 u em 3) Eya | 
im Verhältnis 


On Oyy Al woaA) a ee el FR I Re 8 


Die Amplitude der Welle ist so festzulegen, daß die Anfangsspannung 0%) = o, kompensiert 
wird. Mit Rücksicht auf die Formeln für die Schallgeschwindigkeiten (0 = Dichte) 


a A 
[% 0 
erhält man auf diese Weise 
a? — 2 b2 
on 00 oo in TLMAN EN Ser (10). 


Weiter läßt sich noch übersehen, daß im Gegensatz zur ebenen Druckwelle die Wellenfronten 
der drei übrigen Wellen keine Spannungssprünge aufweisen können. Während nämlich erstere 
von der Schnittfläche in ihrer ganzen (unendlichen) Länge ausgeht, wird die Energie 
für die letzteren von der Umgebung der Kante geliefert, was nur zu Unstetigkeiten in den 
Ableitungen der Spannungen, nicht in den Spannungen selbst, Anlaß geben kann. Demnach gilt 


ofP stetig bei r=at (bei festgehaltenem | 


oP stetig bei r—bt (bei festgehaitenem @)} . . . 2... (11), 
P=0 an der Grenze nv | 


letzteres mit Rücksicht auf (6). 


ur TE 


KERN ES 
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Die Vorwegnahme der Ergebnisse (5), (6) und (10) und der Bedingungen (11) vor der 
eigentlichen mathematischen Formulierung des Problems im nächsten Abschnitt wird uns die 
Lösung erleichtern. Wir verzichten auf eine strenge Herleitung dieser leicht einzusehenden 
Aussagen aus Differentialgleichungen und Randbedingungen. 


S2 Mathematische Formulierung 
iSDitferentialsteıcehungen 


Die Schwingungsgleichungen lauten, wenn wir zeitliche Differentiation durch einen 
Punkt andeuten: 


1. 5 
Zr = LoiP, = Aalen ee ee 
Neben diesen Differentialgleichungen genügen die Spannungskomponenten of bzw. o{® noch 


je zwei Nebenbedingungen, deren eine ausdrückt, daß die drei Spannungen gemäß (7) mit 


0€ I kontn 08 on 
nt, (4). wege. (8) 
aus den Komponenten £%2, 72 eines Verschiebungsvektors 81.2 ableitbar sein müssen (Kom- 
patibilitätsbedingung). Die zweite Bedingung ergibt sich aus den Gln. (4). Beide Bedingungen 
ne a bei Verwendung der Schallgeschwindigkeiten an Stelle der La m € schen Konstanten 
für 0%% zu 


(a? — 200) 2022 _ „„dotr +2. (a — DE = 
ee LE a u 2allAe)) 
und für 0% zu 
| nt) 
1 0r032 eu, 0 | Ran 


002 0% 0Y 
zusammenfassen. 
2, Bamübedingungen 


Wegen der Symmetrie der Verhältnisse bezüglich der x-Achse sind ol, 6,2 gerade, of? 
ungerade Funktionen der Variablen 9. Man kann sich daher — wie schon in (1) geschehen — 
auf die Betrachtung der Halbebene 0 < 9 < z beschränken und hat dann die Stetigkeit der 
Spannungskomponenten und ihrer ersten Ableitungen bei 9 —0 durch die Randbedingungen 


Bee 00 = elhunliereeege, 
op p 
zu gewährleisten. Die Bedingungen der freien Oberfläche an der Schnittfläche lauten 
rt, on det fra... 2. 2. ll). 
Hinzu tritt die Kantenbedingung ?) beir —0 
en aa TE RRATRERLZ 


Sie bringt zum Ausdruck, daß an der Kante keine Energiezufuhr von außen erfolgt. Vom 
physikalischen Standpunkt stellt sie keine selbständige Randbedingung dar, sondern besagt 
nur, daß die Bedingung der freien Oberfläche nicht nur beiderseits des Schnittes, sondern auch 
an der Schneide gelten muß. Die Bedingungen (16) und (17) sind die einzigen, die eine Kopp- 
lung der longitudinalen und transversalen Wellen bewirken. 


3. Die Anfangsbedingungen 
schließlich sind 


ae ei h—=0 fü i=0 ... . (IN) 
und | 
eier, eihen-—0 für i=0 ..... (MN. 


1) A-W.Maue, Z. Naturforschg. 7a (1952), S. 387, Gl. (12). 
1* 
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$ 3. Ähnlichkeitsbetrachtungen 


Zur Lösung der Aufgabe machen wir Gebrauch von den Ähnlichkeitseigenschaften der 
raumzeitlichen Spannungsverhältnisse. Die Problemstellung enthält keine einzige Längen- 
abmessung. Die räumlichen Spannungsverteilungen für alle Zeiten t > O sind daher ähnlich, 
wobei die Längenabmessungen proportional zur verflossenen Zeit tanwachsen. 


; at a 
Setzt man dementsprechend o$! als Funktion von IT und 9 an, so geht die in 
Polarkoordinaten geschriebene erste Gl. (12) 


a a 1 0) 1) 
ee = 0. ET ERERD 
Et nor 2002 02 ze 
über in 
[ 02 0 Ba | 
22 EIER ge Er, —— } —( a ae En Ah EEE >19: 
K Se re a ei 
Die weitere Substitution z =cos x führt zu 
en ei 29 
Ba) A —0, en AT en Se I: {223 
Ebenso gewinnt man für die Schubwelle 
nn Ze —) 0% —( cos y ne a ee (23). 
LTE: 7727 Kal j r 
Um x und y eindeutig zu machen, legen wir fest 
Se für rat oe. ee 
0<y<ı für r>bın ee 
und 
g#ily fürn Se en ee 
»=ilw| für r<bti..n 2. 2 A 


Die Grenzlinien (1) der verschiedenen Bereiche lassen sich in den neuen Variablen x, y nun- 
mehr schreiben: 


P— 1-3 fürs WAL | 
vo se lV/Ellee. en 
y= N 
P—-y-nr—Pe, IH/EV 


Die einfache Form der Differentialgleichungen (22) und (23) erlaubt es, diese durch den 
d’Alembertschen Ansatz 


ef +) + — Ba 1 3 re SE ee ei) 
Reha) +MmP—Y) -.:. 02.2.2... (2) 


zu befriedigen. Dabei sind im hyperbolischen Bereich der Differenlialgleichungen (x, y reell) 
grundsätzlich auch unstetige Funktionen f*, g* zugelassen, während im elliptischen Bereich 
(x, yimaginär) von vornherein nur analytische Funktionen in Frage kommen. 


$ 4. Lösungsansatz 


ne Wir behandeln zuerst die Druckwelle im elliptischen Bereich und gehen mit dem Ansatz 
(27) in die Nebenbedingungen (14a) ein. Hierzu sind die Ableitungen nach kartesischen Koor- 
dinaten in Polarkoordinaten umzıschreiben. Mit Rücksicht auf 


0 0 sn 9 

— =(05 0 — — — 

0% or r op 

En 3, 0sp 8 29 
or Par r op 


DE u a u 
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und 
dy 1 
ee) 2 = el) 
erhält man zunächst (Strich bedeutet Ableitung) 
alt) _,sPHr). re “ 
ir lee ” 
fat _,sunl@Hr) sr ee 
2y en a fü rEn| 


Die beiden linksseitigen Ausdrücke in (14a) zerfallen nach Einsetzen von (27) mit (31) in je 
zwei Bestandteile, die die Variable + x bzw. 9 — yenthalten und daher einzeln verschwinden 
müssen. Man erhält so insgeamt vier lineare Beziehungen, je zwei für die Funktionen 
Fir (p + x) und fa (pP — x). Mita =9@ + ylauten die Gleichungen 


cos a [(a — 2 5°) fE, (0) — a?f#, (a)] + sin a2 (a? — dB) fE (a) —0 | 
sin & [— a? f# (a) + (a? — 2 52) f# (a)] + cos a2 (0 — B2)f#/ (0) —0 | 
Die Beziehungen werden befriedigt durch den Ansatz 
(a) = (022 B?sin?a) f* (eo) 
#,(@)=b’sin2a-f* (0) ae ee A 
FE (0) = (a? — 2b?cos?a)-f* (a)] 


mit zwei neuen Funktionen f*(c). Für die Spannungen selbst erhält man gemäß (27) durch 
Integration nach «& mit Integrationskonstanten 4; 


(1) EAN, =; 2 2 cin? u 2 9 92 cin? : 
O7: MT (%) (a — 2b? sin?a) da + [ f (a) (a — 2 ?sin?a)da + Aya - - (34) 
0 v 


(32). 


und zwei entsprechende Ausdrücke für of) und oß). 
Wir verlangen nunmehr den stetigen Anschluß an den hyperbolischen Bereich bei r =at 
gemäß der ersten Gl. (11) und zwar zunächst an das Gebiet I längs der Grenzlinie y —=0, 


0<p< 5 Aus (34) und (5) folgt 


EAN ee 
(34) 1äßt sich daher mit f* (x) — f(«a) vereinfacht schreiben 
P+x 
or | f(a) (a — 2 b? sin? «) da ee A... ); 
DR 
In entsprechender Weise lassen sich die analog (34) gebildeten Ausdrücke für die beiden 


anderen Spannungskomponenten umformen zu 


a tx / ) 
of) — b? [ f(a) sin 20 da | 
PET ü 
rt NE | aut lası 
AR N — 2b? cos?a) da + 0, ! 


Bei der Gewinnung des Anschlusses an das Gebiet II längs der Grenzlinie x =0, 
= < 9 < nr beachten wir, daß der Integrationsweg in (37) und (38) über den Punkt a = 0 zu 


führen ist. Beim Grenzübergang x =i|y|—> 0 nähern sich die Integrationsgrenzen von 
unten bzw. oben dem Punkt & =» der reellen Achse. Im Grenzfalle verschwinden die Inte- 
grale nur dann, wenn das vom Weg umschlossene Intervall O< a<g der reellen Achse sin- 
gularitätenfrei ist. Da der stetige Anschluß an II nicht verschwindende Integralwerte fordert, 


muß beia = 5 eine singuläre Stelle liegen. Sie ist als Pol mit dem Residuum 


el‘ 


anzunehmen, um den Gin. (10) zu genügen. & = - ist die einzige singuläre Stelle im Inter- 
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val0 <a<n. Im übrigen in Frage kommenden Bereich 0 < Re (0) < der komplexen 
a-Ebene einschließlich der en Achse ist f(a) wegen des analytischen ( elliptischer Fall!) 
Charakters der Spannungen regulär vorauszusetzen. Nur für Re (c) =n sind singuläre Stellen 
zuzulassen, da die Stetigkeitsverhältnisse an der Schnittfläche = nicht von vornherein zu 
übersehen sind. Kerr; 

Die im elliptischen Falle gültigen Darstellungen (37) und (38) lassen sich mit Rücksicht 
darauf, daß die Spannungen im hyperbolischen Falle wegen (26) (erste Gleichung) nur von 
© — x (nicht von g +) abhängen, zu überall gültigen verallgemeinern ?), indem man 
schreibt 


1% 
02 —"f flo) (a? — 2 B* sin? a) da 
PX 
—ıyı* 
92” f fla)-sin 2“ da EI 
P9—X 


—yr 
oe e\ [ fo) (a? — 2 b? cos? a) da + 09 
9X . 
Der Stern bedeutet Übergang zum konjugiert Komplexen. Der Integrationsweg ist dabei in 
jedem Falle links am Pol « = 2 vorbeizuführen. Bild 2 zeigt ihn für imaginäres x. 


Der Lösungsansatz für die Schubwelle kann nach dem gleichen Schema gewonnen 
werden wie der für die Druckwelle. Die Einführung der Nebenbedingungen (14b) gestaltet 
sich etwas umständlicher, da zweite Ableitungen auftreten. Entsprechend (33) erhält man 


dabei 
93, (B) — cos 2B- 9(B) 
ge (Pf) = — gE,(P)—sin2ß-g(P) | 


Der Anschluß an den hyperbolischen Bereich erfolgt längs der Grenzlinie r = bt, d.h. 

y=(, die in die beiden Stücke O<p<r— &, und an — ı <p<r zerfällt. Das führt 

entsprechend den Verhältnissen bei der 

Druckwelle zur Annahme eines singu- 

p-x* 7-% lären Punktes von g’(ß) in P=n — ßo: 

Während aber bei der Druckwelle die 

Spannungen längs beider Teilstücke 

= x Ix der Grenzlinie x = bereits bekannt 

waren, ist das bei der Schubwelle nur 

für das erste Teilstück der Fall, wo die 

Spannungen wegen. (6) verschwinden 

müssen. Längs den zweiten Teilstückes, 

2° ?- in dem der Anschuß an die Kopfwelle 

@x-Ebene Ebene x erfolgt, sind die Spannungen vorläufig 

Bild 2 Bild 3 unbekannt, so daß über den Charakter 

der singulären Stelle $ = — ß, noch 

f nichts ausgesagt werden kann. 

Die übrigen Schlußfolgerungen lassen sich genau so wie bei der Druckwelle ziehen. 

Man gelangt zu einer einheitlichen Darstellung der Schubwelle für elliptischen und hyperboli- 
schen (einschließlich der Kopfwelle) Bereich: 


(e) 9—yp* 
o9— | g(P) cos 2Bdß | 
9—y 
(e) er (e) o—y* f i n P Der, > 
er. 9(B) sin 2 B dß | 
P—-Y ; 


Für den Integrationsweg gelten entsprechende Vorschriften wie bei der Druckwelle (40); die 


reelle Achse muß links der singulären Stelle m — Po überschritten werden. Bild 3 zeigt den 
Weg für imaginäres y. 


ei 


TU dON 


$ 5. Erfüllung der Randbedingungen 


Es verbleibt die Bestimmung der Funktionen f(a) und 
l g(P).. Zu diesem Zwecke ver- 
wendet man zunächst die Randbedingungen (15) für 9 =0. Bei reellem x, y liefern diese 


?) Dabei ist zu verlangen, daß f(&) auch im Intervall — E < 0% 0 der reellen Achse regulär ist, 


e 
| 
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nichts Neues, bei imaginärem z, yfolgt aus (40), (42) und (15) 
led) 


ee Kl rn 
I) ruaef _ 
d.h. f(&) ist eine gerade, g(ß) eine ungerade Funktion. 
Weiter liefern die Randbedingungen (16) 
Fer ae: 
be" f flo)sin2ada+"f g(B)eos2BaB=0 ........ (4) 
Br x DER 
[ Flo) (®® — 2b? cos?a)da+ [ g(f)sin2ßdB=0 .... . . (4). 
n—yx a—y ; 


In (45) wurde ein Glied o, weggelassen. Dafür ist der Weg des ersten Integrals statt links 
rechts von & =; vorbeizuführen, was wegen (39) auf dasselbe herauskommt. In (44) kann 


dieselbe Verlegung des Weges ohne wei- 
teres vorgenommen werden, da der Inte- 


grand in « -5 keinen Pol besitzt. In 


Bild 4 und 5 sind die Integrationswege 
in der «- und ß-Ebene dargestellt. Da- 
beisind xy und y als imaginär angenom- 
men. 
Um die Integralgleichungen zu 

vereinfachen, istes zweckmäßig, die Inte- 
ralsummen zu einheitlichen Integra- 
in zusammenzufassen. Das Ale &-Ebene P-Edene 
durch Einführung neuer Integrations- Bild 4 Bild 5 
variabler. Die 4 Integrationsgrenzen 

hängen nach (22) bis (25) durch die Beziehungen 


bt 
bcos(n — x) = bcos (" — x*) = acos (R — y) = acos (rn — yY) = — - . . (46) 
zusammen. Das legt die Substitution 
bcos«& == (ft cos ß —/ . . . . + . . . . . . . . . (47) 


nahe. Es gilt dann weiter 


bsina=Yb?— 22, asnß= Ya —2: 2. „nm 


und 
dA 
yb? — 22 Ya? — 22 
Wegen (46) führen die Integrationswege in der /-Ebene zum Anfangspunkt zurück. Man erhält 
Br 
2 = 
& arflıe) -— —— A) |R=0....:..:% (0) 
Ya? zu‘ 
gr 
2 r 
a? a) +4 die rd ae la: 
re 022270 


Bei der Abbildung der Integrationswege der «- und ß-Ebene auf die 4-Ebene sollen zunächst wie 
in Bild4und 5 x und y als imaginär vorausgesetzt werden. Anfangs- und Endpunkt des 
7 
Weges ist nach (46) = — ei Der durchlaufene Punkt Z < aı<i bzw, 5 <ß<na— PB 
auf der reellen Achse der &- bzw. ß-Ebene entspricht einem —b <A < Oinder A-Ebene. Ferner 
ist zu beachten, daß beim «- bzw. ß-Integral dem Anfangs- und Endpunkt verschiedenes Vor- 
zeichen von sin & bzw. sin ß zukommt; das bedeutet wegen (48) Vorzeichenumkehr von Yb2— 22 
bzw. Ya: — 42, Der Weg ist also um A =— b bzw. — a herumzuführen. Um einen einheit- 
lichen Integrationsweg zu erhalten, wird festgelegt, daß beide Punkte umlaufen werden. Man 
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erhält so den in Bild 6 wiedergegebenen Weg. Das Vorzeichen der Wurzeln ist für kleine A ent- 
sprechend a, ß 5 wegen (48) als positiv anzunehmen. 


Es soll jetzt das Verhalten der Integranden für} —> © untersucht werden. Hierzu geht 
man von der Kantenbedingung (17) aus, die sich auf den Grenzübergang r — 0, d.h.y, y—>ı® 


bezieht. Die für 0) + 0%) und 0) + of?) anzusetzenden Ausdrücke sind dieselben wie in (44) 


A -£bene 


Bild 6 


und (45), jedoch mit den ursprünglichen Integrationsgrenzen der Gln. (40) und (42) (beliebiges 
p). Führt man wieder die Substitution (47) durch, so ergeben sich jetzt als Integrationsgrenzen 
in der A-Ebene, wenn man berücksichtigt, daß x, y große positiv imaginäre Werte haben: 


’ } OL 
bcos (= 4) na rtarn wbcos gr ar k 
u? ; abi % 2 
«cos (PT YET a So 


Der Integrationsweg in der A-Ebene ist nicht mehr geschlossen, doch ergeben sich auch jetzt 
einheitliche Integrationsgrenzen für beide Bestandteile, so daß die Zusammenfassung zu einem 
einzigen Integral wieder möglich ist. Die Integranden sind dieselben wie in (50), (51). Die 
Grenzen (52) sind wegen r— 0 große komplexe Zahlen. 

Bei einem Verhalten der Integranden wie eine Potenz 4 für A— m ergeben sich Integral- 


werte der Ordnung 
const 


Pad rt Zr ne 
Andererseits sollen die Integrale nach (17) höchstens wie r—1/2 unendlich werden. Hieraus folgt 


Die Integranden von (50) und (51) verschwinden also im Unendlichen. 

Ferner soll das Verhalten der Integranden bei A —=b, a untersucht werden. Diese Punkte 
entsprechen den Stellen« —=O0 und ß =0. Da f(a) nach (43) eine gerade Funktion ist, kann es 
in der Umgebung von & —=0 als eindeutige Funktion von cos a aufgefaßt werden und besitzt 
daher keinen Verzweigungspunkt inA=b. Hingegen ist g(ß) in ß =0 ungerade. Jetzt kann 


9(B) 


- „als gerade Funktion betrachtet werden, woraus folgt, daß an inA= aunverzweigt 
sin ß Ya? — 22 
ist. Demnach ist der Integrand von (50)in A =b, aregulär °), der von (51) jedoch nicht. 

Man befriedigt die Integralgleichungen durch die Forderung, daß der Weg des Bildes 6 
keine singulären Punkte einschließen soll, daß also die beiden Integranden insbe- 
sondere inA=— b,—a regulärsind. Da der erste Integrand auch in A =, a regulär ist 
— ein Anlaß zur Annahme weiterer singulärer Punkte besteht nicht (vgl. $ 4) — und im Unend- 
lichen verschwindet, muß er identisch verschwinden. Man kann also setzen 


fe) = SR) -h(i), N Er ai ahlä)., „ Se em 
2 Ya? — 22 
wobei jetzt h(A) nach dem oben Gesagten ebenso wie f(&) und Selle inA —=a, b regulär ist. 
2 


—/2 


Für die zweite Integralgleichung erhält man nunmehr: 


nt DRM VRR: 1a)ar— 0 De 


‚») Die Regularität von f(a) in A = @ und von g(ß) inA = b ist von vornherein gegeben, da die Substitution 
(47) hier schlicht ist, i 


- 
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mit der Abkürzung 
ee E u e) 
Ki)= gr Ve mem Pe) Ar ee ee 3 
Der an sich belanglose Faktor an ist dabei so gewählt, daß in der zwischen b und @ sowie 


zwischen — b und — a aufgeschnittenen A-Ebene gilt: 
KA) SL) für. 2A > ee (57a). 


In dem bisher beiseite gelassenen Fall reeller y oder reeller yund x ändert sich an den bisherigen 
Betrachtungen nur der Integrationsweg von Bild 6. Der Weg umfaßt dann statt beider Punkte 
A = — b, — a nur den ersteren oder keinen von beiden. Die Erfüllung der aufgestellten Regu- 
laritätsforderungen garantiert auch dann die Befriedigung der Integralgleichung (56). 


$ 6. Lösung der Integralgleiehung 


Die Integralgleichung (56) sollte dadurch befriedigt werden, daß der Integrand in den 
beiden vom Integrationsweg umschlossenen Punkten A= — a, —b regulär angenommen wird. 
Ferner soll h(A) in A = a, b regulär sein. Diese Forderungen lassen sich dadurch erfüllen, daß 
man K(A) in zwei Faktoren spaltet: 

K(}) = Kı(A) - Kıı(A) RE, AUSEN DENE A MN ERE EEe 
die den Bedingungen genügen 
Kı(A) regulär für Re())>0 | 
2 
Kın(A) ER] „ Re(}) = 0 f 
und setzt 
1 


Kı(A)-Ya +4 


Die erforderliche Aufspaltung der Funktion K(4) ist eine für die vorliegenden Randbedingungen 
(freie Oberflächen längs einer Halbebene) charakteristische Aufgabe und wurde bereits an 
anderer Stelle *) gelöst. Wir geben daher nur das Ergebnis an und überzeugen uns von seiner 
Richtigkeit. Es gilt 


Rh) = ee a a DRK . (60). 


. u 
% 
[2 GC 
et 0 er ö a % 
z-£bene 
Bild 7 


Die Integrationswege C'ı und Orr sind in Bild 7 wiedergegeben. Sie umschließen bzw. die drei 
Punkte 2="TFb, 7 a, 2, in. denen der Integrand logarithmisch verzweigt ist, und lassen 
den Polz =4 außerhalb. 7 z,sind die beiden Nullstellen von K(z) in der aufgeschnittenen 
(vgl. das. Ende von $ 5) z-Ebene und lassen sich mit Hilfe der durch 


e2\2 j 
(#2) — b3 Y(a? — c?) (b? — c?) N 9 nn eye (62) 


4) A.-W.Maue,Z.ang. Math. Mech. 33 (1953), S.1. 


i RE BE - . Z.2 . Math. Mech. 
10 Maue, Die Entspannungswelle bei plötzlichem Einschnitt ... 34,34 Nr. 112 Jan.[Febr. 1954 


gegebenen Geschwindigkeit ce der Rayleighschen Oberflächenwellen ausdrücken durch 


za ED eg We 
6 
Die Umschließung aller drei Punkte ist erforderlich, damit Ig K(z) nach dem Umlauf zum An- 
fangswert zurückkehrt. j 
(61) genügt ersichtlich den Forderungen (59), da sowohl bei Kr mit Re(4) > 0 als auch 
bei Kır mit Re(A) < 0 z und } auf verschiedenen Seiten der imaginären Achse liegen, der Pol 
x A daher keine Singularität erzeugen kann. Bei der Bildung den Produktes (58) addieren 
sich die beiden Integrale im Exponenten. Der Integrationsweg CO + Orr kann nunmehr wegen 
(57a) über das Unendliche hinweggestülpt und um 2 —=/ zusammengezogen werden. Residuen- 
bildung liefert dann das gewünschte Ergebnis (58). 
Für das Verhalten im Unendlichen folgt aus (60), (61) und (57a) 


(A) AU 


| 
K{)ya® — 38- n(a) A| 


Letzteres steht im Widerspruch mit der Forderung (54) für das Verhalten s A! des Integran- 


den von (56) im Unendlichen. Weiter soll f(a)in a = e£ d.h. h(A) in} = O einen Pol besitzen. 

3 1 
Man erfüllt diese Bedingung und beseitigt den Widerspruch, indem man (A) mit dem Faktor 5; 
multipliziert, was mit den am Anfang dieses $ aufgestellten Forderungen für h(}) verträglich 
ist. Es soll nicht im einzelnen dargetan werden, daß dieses Vorgehen auch zwangsläufig ist. 
Hierzu wäre an das im Anschluß an Gl. (39) über die Regularitätsverhältnisse von f(«) Gesagte 
und entsprechende Aussagen über g(ß) anzuknüpfen, aus denen sich ergeben würde, daß andere 
zusätzliche Singularitäten neben A = für h(A) nicht in Frage kommen. Durch weitere Hinzu- 
fügung eines konstanten Faktors wird erreicht, daß der Pol das verlangte Residuum erhält. 
Aus (39), (47) und (55) ergibt sich 


b (1(0 
har es a Sen, 
nv a’? Kıld)Ya +1 
In (65) ist X1(0) direkt berechenbar. Durch die Substitution z == — z’in (61) ergibt sich näm- 
lich Kr(0) = Kır(0) und hieraus (Kı(0) > 0) 
ei 3 
Kı()=YRO)=1/—.——_ . . SER 
(65)läßt sich unter Verwendung von (47) umschreiben in 
ee er 
ee % 1. De 1 
2ni \ a’ (a —b2) ß r Er 
cos -— cos P* Kı(acos ß) 
woraus sich weiter nach (55) ergibt 
ae b cos2ß 
SV r 
4 q 3 (2 — b2 0 
Zu a cos na cos ß' Kı(acos ß) 
ee . (68). 
An ee, ab sin 2 ß ws 
uber er Ar Sa: EU 
cos — cos ß Kı(acos ß) 


Für den Zusammenhang zwischen a und gilt dabei Gl. (47). Bei Verwendung von a anstelle ß 
in (67) und (68) würden die Ausdrücke etwas umständlicher werden. 

Hiermit ist die Lösung des Randwertproblems zu Ende geführt. Der raumzeitliche Ver- 
lauf der Spannungsverhältnisse ist durch (3), (40), (42) und (68) vollständig gegeben. Als 
wichtigstes Ergebnis unserer Untersuchungen sehen wir an, daß eine Lösung des Problems in 
geschlossener Form mit Hilfe von Integralen überhaupt möglich ist. 


$ 7. Die Spannungsverhältnisse in der Umgebung des Schnittes 
Als Ergänzung sollen einige Hinweise auf die Spannungsverhältnisse in der unmittel- 
baren Nähe der Schnittfläche gewonnen werden, soweit das möglich ist, ohne in eine nähere 
Diskussion und numerische Auswertung der Funktion Kı(A) einzutreten. 


EN rn 


gr 


aaa Sa» 
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Zunächst sei die Randspannung o,, am Schnitt 9x diskutiert. Sie ergibt sich aus (3), 
(40) und (42). Einführungen der Variablen A für « und ß nach (47) führt zu dem Ausdruck 


a? 
S-PH+R 
2 ZA 222 
nn 2/ a u et) Ma —— 0 2.22. (69), 


der den Ausdrücken (50) und (51) für o,, und o,, entspricht. Auch hier wurde wie dort der Weg 

7 

2 

entsprechend dem Übergang vom Gebiet I nach II (vgl. (5) und (10)). Der Integrationsweg ist 
abt 


wieder durch Bild 6 gegeben, Anfangs- und Endpunkt ist A = — se? Im Gegensatz zu (50) 
und (51) wurden jetzt jedoch konstante Faktoren beibehalten. (69) läßt sich wegen (51) ver- 
einfachen zu 
a 2 
ee OB 


& 72 a? 


in der A-Ebene über den Pol x = — hinweggezogen, wobei das additive Glied in (69) entsteht, 


Einsetzen von (55) für f(a) mit (65) und (66) liefert weiter 
f Ges 22 e 
TERN PET) 2 er 
O4: = — 12 b (a? — b? —MU 
nn Fra} Kı(A)Ya +1: Yb2 — 22-4 a? 
Da Kır(A) in der linken Hälfte der }-Ebene regulär (und ohne Nullstellen) ist, besitzt Kı(A) hier 
dieselben Verzweigungen — b und — a und dieselbe Nullstelle — z, wie K(A). Hieraus folgt, 


0 


1 
daß K@) und damit auch der Integrand in (71) in der von — a nach — b aufgeschnittenen 
T 5 
linken Hälfte der A-Ebene eindeutig ist und den Pol A= — z, aufweist. Sofern r < bt, also 
bt Ä i e : 
— — < — a, ist der Integrationsweg in (71) daher geschlossen. o,, hat somit einen 


konstanten Wert unabhängig vonr, der sich nur an der Stelle r=ct, 
— a — — 2, d.h. bei Überschreiten des Poles, sprunghaft ändert. Dieser „Rayleigh- 
punkt“ ist in Bild 1 mit R bezeichnet. Ebenfalls konstant ist die Randspannung o,, für 
r> at. Variabelist sie nur in dem an die Kopfwelle IV angrenzenden Randstück 
bt<r< at. Hier liegen Anfangs- und Endpunkt der Integration auf verschiedenen Seiten des 
Verzweigungsschnitts. 

Schließlich seien die Spannungsverhältnisse in der Nähe der Kante besprochen. Die 
analytische Form der r-9-Abhängigkeit in Kantennähe ist, sofern nur bezüglich der x-Achse 
symmetrische Verhältnisse vorausgesetzt werden, universell, d.h. unabhängig von den speziel- 
len Anfangsbedingungen für {=0. Die Abhängigkeit von t ergibt sich aus dimensionellen 
Gründen. Es bleibt nur eine Konstante (zu bestimmen. 

Die drei Spannungskomponenten (auf Polarkoordinaten bezogen) in Kantennähe lassen 
sich für den symmetrischen Fall in der Gestalt schreiben 5) 


at 3 
Gr a. Culess y* (5 cos - — co0S 2) 
1/at 


= 0: (sn sin 2) ES OR EEE 2): 


F#] 


ı/at 3 
RE v- ( cos -+ cos sn 


Zur Bestimmung von ( genügt die Berechnung einer einzigen Spannungskomponente für einen 
speziellen Winkel 9, etwa 09, = 0,yfür = 0. Ausgehend von (3), (40) und (42) gelangt man 
für o,, durch die Substitution (47) im wesentlichen wieder zum Integral (56). Nur sollen jetzt 
die konstanten Faktoren beibehalten werden; außerdem verläuft der Integrationsweg wegen 
© = 0 gegenüber früher g = jetzt anders. Man erhält 


= B)) a ch (AN Ser au. uraase: (73) 


5) Vgl. A.-W. Maue, Z. Naturforschg. 1. ce. Gl. (11h). Die Gleichung ist umzuschreiben, da die Schnittlinie 
in der zitierten Arbeit anders orientiert: ist als bei der vorliegenden Betrachtung, 


{ | Z. angew. Math. Mech. 
12° Müller, Über die Darstellung der Durchbiegung von rechteckigen Platten 34. 34 Nr. 1/2 Jan./Febr. 1954 
BUNG TERN Done un ABU BIENEN SEE 


| 2 abt 
init dem in Bild8 angegebenen Integrationsweg. Anfangs- und Endpunkt des Weges ist A = Er 


Mit (65), (66) und (58) erhält man weiter 
| 1 - Be. (Eu Ay Rn: 
= — YO — Hl oe ee 


De 
Tr 2 a? 


Wegen des Auftretens der Wurzel Ya — Aist der Weg nicht geschlossen. Es ist daher ein Ver- 
zweigungsschnitt von A—=b aus längs der positiven reellen Achse ins Unendliche zuführen. Für 


Bild 8 


r—0 gehen die Integrationsgrenzen gegen oo. Es sind daher große A für den Wert des Integrals 


maßgebend. Für A—> oo gilt Kı(A)—> 1 und Ya —A— — iYA bzw. iA ober- bzw. unterhalb 
des Verzweigungsschnittes. Man erhält so i 
np 


re A 67 » 
>12 b (a? — b2) aaa für root... = Ben 


mit willkürlicher, fester, unterer Integrationsgrenze. Ausrechnung liefert 


2b at 
eo a Se re an 3 


Durch Vergleich mit der letzten Gl. (72) für  =0 folgt der Wert der zu bestimmenden Kon- 
stanten: 


2(@—b2) b 
(63 —- A . a2 . . . . . . . . . . . . . . (77). 
Eingegangen am 20. Oktober 1952. 


Über die Darstellung der Durchbiegung von rechteckigen 
Platten durch Integrale der 9-Logarithmen 
Von Wilhelm Müller in München 


Für die Darstellung der Durchbiegung von rechteckigen Platten werden einige neue komplexe Reihen aufge- 
stellt, die aus den Logarithmen der ®-Funktionen durch Integration ableitbar sind. Diese Reihenfunktionen wer- 
den im Gebiet des Elementarrechtecks tabuliert und der Verlauf des Realteils und des Imaginärteils durch die 
Niveaulinien veranschaulicht. Die in der Arbeit behandlte Anwendung bezieht sich auf die wichtigen Sonder- 
fälle einer durchlaufenden Pilzdecke und einer in einem Punkt belasteten frei aufliegenden Platte. 


The deflection of rectangular plates is represented by aid of some new series of a complex variable. The series 
is deduced from the logarithms of the d-functions, by integration. The series functions are tabulated in the 
range of an elementary reltangle, and the values of the real and the imaginary part are graphically ilu- 


strated. The results are applied to Ihe two important special cases of the girderless ceiling and the moment free 
supported plate with point-load. 


Pour la reprösentation de la deflection de plaques rectangulaires quelques series nouvelles de variable 
complex sont donnees, qui par integration peuvent ötre deduites des logarithmes des d-fonctions. Ces fonctions 
de series sont Iranscrites en forme de tableau dans la sphere du rectangle &lömentaire, et le cours de la partie 
reelle et de la partie imaginaire est illustre graphiquement par les lignes de niveau. L’application traitee 


dans Vartiele se rapporte aux cas sp6ciauz imporlanis d’un plafond sans support et d’une plaque pesant 
librement, chargee ü un point. 


IIporuö ıpamoyronbHBX IIACTHH IPeACTaBIAETCH NOCPENCTBOM HEKOTOPEIX HOBEIX KOM- 
UNIEKCHBIX. PANOB, KOTOPble BBIBOAATCA 13 JOTAPHPMOB d-hyHEIHH IyTeM HHTerpfpoBanns. Itu 
PyHEUHÄ panoB TaÖyıHpyIoTca B O0NACTH HleMeHTAPHOTO TPAMOYTONBHHKA; OBENEHHE NEÄCTBH- 
TeIBHOÄ U MHHMOH yacTeh N300pamkaetchH YPOBeHHBIMH INHHAMH. IlpumeHeHue, TPaKTyeMoe B 


upennaraeMoh paboTe, OTHOCHTCH K BAKHBIM CIYYAAM CILIOMHOTO TPHOOBHAHOTO NOTOAKA H 
CBOÖOAHO JTeskameii INIACTHHEI C TOyeyHoH HATPY3KOH. 


en 


arte 


2 Die Darstellung der Durchbiegung einer rin Pilzdecke. 


legen den Aulangspunkt der 


lc mit des achsenparallelen 
Seiten 2a und 25, dessen vier Ecken mit 
den Stützpunkten zusammenfallen sollen 
und setzen 


RER Unrep- naar, | Halme 
ns Sen rd. 


- Ferner bezeichnen wir mit 9» die gleich- 
mäßige Belastung pro Flächeneinheit, mit h 
‚die Dicke der Platte und mit 


Penn. 
12 (1— 2) 


die Biegungssteifigkeit. Die gesamte 
Durchbiegung w der Platte setzt sich - 
dann zusammen aus der Durchbiegung 
w, des unendlich langen in y= + b ein- 
” “ gespannten Plattenstreifens parallel der 
x-Achse von der Breite 25, also der ent- 
sprechenden partikulären Lösung der 
grundlegenden Differentialgleichung 


N= 


NN NEN ar a Dina iiı nı 


; BEN N N 
N Bild 1. Durchlaufende Pilzdecke mit Punktstützen 
2 MH 
E und. der Lösung w, der homogenen Gleichung, die den Randbedingungen Sn - —:( für 
E . n- —0fürn—=-+A genügt. Es wird dann 
Zen 
, een TUR E 
par Sl IH! cos nme ee es wie 
ö wenn = Bere [So nrn(1 5 naar eg nrai) — nn Sin le 
Mit Einführung von u = e”"?und Benutzung der bekannten Beziehung 
 (— 1)rt1g7 cosnnd (— 1)"tlcos nnd = 
2 = = — = —/—-0, ::- - 
; 2; n(1 — q?*) 2; n Sinnni In d.(5 . (3) 


2) w. Müller, Ing.-Archiv, 20, S. 278—290 (1952) 21, S.63—72 (1953); Österr. Ing.-Archiv. An 
diesen Stellen ist auch die wesentliche Literatur angegeben. 
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kann man die Momentensumme Min der Form 


s 1 1 2pabx 1yaHı cosnnaeC&ofnan ) 
u=— Ntu=pa(r gr) + E ne ER En a Far? 
| 


aim In) -Atebe + 2zetn() 


Tabellelfür die Funktion 2rI,() 


TE EEE) 


PHHeHkMHAooo 


sP»omaoamkı 


E—=0 Ee=01 Ee=02 €E= 0,3 €E=0,4 €E=0,5 
Re—=0 ut Re Int Re vn Ne Rs Ne dm Ne gm 


(0) 0,00276 0 0,00526 0 0,00722 0 0,00853 0 0,00898 0 
0,00598 | 0,00332 0,00568 0,00632 0,00489 | 0,00870 0,00354 | 0,01020 0,001786 | 0,0108 0,0000135 
0,01428 | 0,00519 0,01365 0,00991 0,01166 | 0,01368 0,00854 | 0,01603 ı 0,00433 0,0170 0,0000824 
0,02844 | 0,00909 0,02765 0,01735 0,02327 | 0,02404 0,01709 | 0,02834 0,00879 0,0302 0,000426 


ange 


HRrHrosoo 
nom 


Rurm 


s»wmo 


0,0536 0,0164 0,0512 0,03135 0,0442 0,04365 0,0328 0,05169 0,01734 0,05573 0,00153 

0,0988 0,0289 0,0949 0,05649 0,0828 0,07925 0,0623 0,09802 0,03470 0,1035 0,00540 

0,17865 0,0516 0,1719 0,0991 0,1521 0,1406 0,1177 0,1726 0,0722 0,1940 0,0189 

0,3214 0,0915 0,3023 0,1715 0,2749 0,2749 0,2213 0,3036 0,1458 0,3648 0,066 

0,4107 0,1189 0,3983 0,2180 0,3620 0,305 0,300 0,3790 0,2141 0,4650 0,1030 

rn Er ab ee he rn A Nenn ee er 
€ = 0,58 &=10,6 ill Ee=0,8 €=0,9 Zi 
Re ur Re By Ne m Ne ym Ne Im Ne=0 . 9m } 

0,00870 0 0,00855 0 0,00725 0 0,00530 0 0,00278 0 0 
0,01045 —0,00141 0,01032 | —0,001824 | 0,00878 —0,0035 0,00642 —0,00486 0,00336 | —0,00573 —0,00005 
0,01656 —0,00335 0,01627 | —0,00436 0,01393 —0,00842 0,01016 —0,01174 0,00530 | —0,01384 —0,01462 
0,0299 —0,00651 0,0290 —0,00853 0,02491 —0,01590 0,01820 —0,02343 0,009597 | —0,0278 —0,02942 
0,05469 —0,01177 0,05409 | —0,01566 0,04807 —0,0315 0,03439 | —0,0450 0,01814 | —0,05369 —0,05662 
0,1033 —0,01977 0,10163 | —0,0275 0,08948 —0,0572 0,0666 —0,08512 0,03565 | —0,10328 —0,1101 J 
0,1959 —0,02796 0,1941 —0,0413 0,17620 —0,0983 0,1355 —0,1612 0,07370 | —0,2023 —0,2164 
0,3649 —0,01905 0,3750 —0,0386 0,3603 —0,150 0,304 —0,2967 0,1620 —0,4148 —0,4614 
0,442 0 0,535 —0,033 0,568 —0,1933 0,482 —0,378 0,273 —0,587 . —0,822 


Tabelle2für dieFunktion 2n2@; (Ö) 


E=0 —=0,1 E=0,2 €E=0,3 $=04 =05 
Ne Sm—=0( Ne ur Re Sm Ne Im Re Sm Re Im 
00 | 0,00897 0,00851 f) 0,00728 f) 0,00527 ) 0,00278 ) 0,00001 9 
0,2 | 0,01078 0,01027 | —0,00186 | 0,00878 | —0,00354 | 0,00582 | —0,00485 | 0,00334 | —0,00571 | 0.000016 | —-0,006 
0,4 | 0,01694 0,01617 | - 0,00443 | 0,01378 | —0,00846 | 0,01002 | —0,01164 | 0.00532 | —0.01376 | 0.0000625| —-0.0144 
0,8 | 0,0301 0,02858 | —0,00879 | 0,02450 | —0,01679 | 0,01778 | —0,02305 | 0,00950 : —0.02737 | 0.000218 | —-0.02885 
1.8 | 0.0552 0,0524 | —0,01661 | 0,04507 | —0,0317 | 0,03294 | —0,04385 | 0.017838 | —0.0521 |0.00076 | —0.0551 
1.0| 0,1012 0,09698 | —0,03061 | 0,0834 | —0,0585 | 0,06183 | —0.08126 | 0,03424 | —-0.09705 |0.00270 | —-0.1036 
1.2| 0.1846 0,17794 | —0,05527 | 0,1549 | —0,1053 | 0,1158 | --0,1484 | 0.0675 | —0.1794 10.009382 | 0.1985 
1.4| 0.3320 0,3244 | —0,0970 | 0,2860 | —0,1904 | 0,2198 | —0,2658 | 0,1475 | —0.3195 |0.03084 | 0.8573 
1,5| 0,4380 0,43355 | —0,1277 | 0,3858 | —0,2477 | 0.380145 | 0,352 0,2086 | —0.433 | 0.0585 —0,4837 
——e—_ aea—_e——nnnnneeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeäee———— 
& == 0,6 & = 0,07 3 = 0,8 5 = 0,9 € = 1,0 
Ke Im Re nt Re ym Re Sm Re Sm—=0 
| BERN DE FE De en. 
0 | --0,00277 0 —0,00531 —0,00486 | --0,00727 0 —0,00851 0 —0,0089 
0,2| —0,003205 | —0,00574 | —0,008315 | -—0,00486 | --0,00876 | —0,003565 | 0.010832 | —-0,00186 Sn aloss 
0,4| —0,00521 | —0,01382 | —-0.00999 —0,01176 | 0.013883 | —0.00858 —0,0162° | —0,00451 | --0,01706 
0,6| —0,00915 | -—-0,02753 | —-0,01768 0,0235 —0,02455 | —0,01721 —0,02892 | 0.009068 | -—-0.03042 
0,8| —0,01657° | —0,05295 | -—-0,03239 —0,04534 | -—-0.04549 | —0.0331 —0,05365 | —0,01753 | 0.056867 
1.0| —0,02998 | --0,10088 | —-0.05993 —0,08652 | -—-0,08513 | —0.06367 —0.1013 —0,03382 | —0,1060 
1.21 —0,05247 | —0,1901 —0,11002 —0,16638 | 0,1066 | —0.1233 —0,1903 —0,0687 —0,20347 | 
14| --0,0785 —0,3826 —0,19865 —0,3299 —0,306%? | —0.2534 0,3794 —0,1360 —0,3971 
1.5 | 0.0828 —0,495 —0,2507 0,4605 —0,4242 | 0,9715 0.5393 0,2206 —0,5623 
r ) 
Tabelle 3für —— 6@,(£) 
oA 
DEE 
= un = a e——e ee ——__—m— — — — 
E=0 SE 264 E= 0,6 = 08 g=10 
2 a # 
Re Ssm=0 Ne Im Re Sm Re Fur Ne Fnt Re Sm=0 
BCE EEE ne BE u En 
ee a Pe EEE 
0 | 0,00893 0,00724 0 0,00279 ) -+0,00275 {) 
' " | } —0,00724 n 
02 0,01070 0,00874 | —0,00349 | 0,00338 | —0,00569 | —0,00329 | —-0,00573 | —0,00874 | —0 003565 a 
a Der dh Je Je ge Ee JE 
‚| 0, ; 0, i 0, —0,00895 | —0,02769 | —0,02456 | —0.01742 | —_0. 
0,8 | 0,05427 0,0446 | —0,03098 | 0,01853 | —-0,05143 | —0.01586 0, ' i Man0eT 
; \ } \ —0,05330 | —0,04549 | —0,03399 | —o 
1,0 | 0,09915 0,08247 | —0,05621 | 0,03674 | —0,09509 | —0,02738 0 oe 
j ; f ; K —0,10159 | —0,08589 | —0,08655 | —o 
1,2| 0,1786 0,15107° | —0,0989 | 0,07836 | —0,1726 | —002 | —0. : on 
0; , —0,19411 | —o1612 | 0135 | — 
1.4 | 0,3210 0,2769 | —0,1715 | 0,1708 | 0,3086 | —o "37 \ | an 
; 1-0, \ : 0347 0,3750 | —0,29 = au 
1.5 | 0.4109 0,8620 | —0,2173 | 0.2186 | —0,979 0,0531 | —0,5350 | —o BE at ae 
’ ’ —, 
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darstellen. Nun kann man durch Integration der Funktion In 9.5) mehrere Reihen her- 
leiten, die in der allgemeinen Form folgendermaßen lauten ?): 


; 1 < sinnne 2 << nsinnne 
IB.(&) = >> we Peru ine ni = (— 1jrtı 


— n> Sinnnı "(1 — Q?*) 6). 
a cosnHLl - Ta gr cosnnd 
9%) = 2, N ran BEE mer — gen) 


Für unseren Fall kommt vor allem » — 1 in Frage, bei dem wir dann der Einfachheit halber 
den oberen Index weglassen wollen, also 


1,&)=- DI 1ytı sinnnd _ 9,0) = 
n=1i 


al 


= cos nnd 
—— ar 0, ade, 
n? Sinnni’ > N n? Sinn om 
Diese Reihen konvergieren jedenfalls für <A. 


Man erhält dann, wie früher bereits gezeigt wurde und leicht bestätigt werden kann, 
folgenden Ausdruck für den biharmonischen Teil der Durchbiegung 


„2 rele-mo+2lı-22)e.e] 
Fe ’ 1 0 : 2 Fe Ho). 
R ı.. =HERO-I,O]F2 (1 — 2) [9,0 + af | 


Wir haben in den Tabellen 1 und 2 die Werte der Real- und Imaginär-Teile der Funk- 
tionen 2 x II, und 2 rn? O©,für die Koordinaten der Punkte des Elementarrechtecks 0OsSE<s1; 
0<nsA(A=1,5) zusammengestellt, und danach in den Bildern 2 bis 5 die Niveaulinien 

2) Verwandte im wesentlichen reelle Reihen kommen vor bei W. Wirtinger, Acta matematica, Bd. 26 
(1902), S. 255 und H. Jeffreys,B.S.Jeffreys, Methods of mathematical Physics, Cambridge 1946, S. 359. 


15 


zn 


13 


12 


11 


10 


09 


08 


07 


05 T - 9,02 


0% 


N 08 09 10 


Bild 2. Niveaulinien der Funktion 2r%e I1,() Bild 3. Niveaulinien der Funktion 22 $m 77,() 


— 


ARLIN 


N 


E N 


/ N 
MN 


Pezs 
«|| 
Mini 
a 
Ba 
ME 


02 0,3 0,% 05 06 07 48 03 70 07 02 03 + 05 06 07 08 
Bild 4. Niveaulinien der Funktion 2r? Pe @;(£) Bild 5. Niveaulinien der Funktion 2n?$nı 0;() 


aufgezeichnet, der Übersichtlichkeit halber getrennt für die Real- und Imaginärteile, die 
natürlich für jede der Funktionen //, und ©, orthogonale Trajektorien sind. 

Bei der zahlenmäßigen Ausrechnung genügen für kleine Werte von n zwei bis drei Glieder 
der Reihen, während für größere Werte von n, also in der Nähe von A vier, fünf oder mehr 
Glieder erforderlich sind. Dabei ist aber bemerkenswert, daß die imaginären Anteile fürn = 
ohne weiteres aus bekannten ®) Fourierschen Entwicklungen sich ergeben. Man erhält 


1 al error ) 
3m Il;(E-+ ee Be - — alu) ze 
| 1 S(- 1rHsin anne 
Im 9,(E-+ iA) = - > ) = nme = sm 
1 - 


J 


Schließlich ist noch die Funktion =; berechnet worden (Tabelle 3), für die annähert bei 
a 


größeren Werten von A (z. B. bei dem hier benutzten Wert A = 1,5) wegen tg nnAm1 


f) 1x0 1jrtleosnad 
ann ne 9) 


n? Sinnni 
gesetzt werden kann. 


3. Die Durehbiegung der Einlastplatte 


Bei der frei aufliegenden Platte mit den Seitenlängen a und b miteiner Einzellast P im 
Punkte &= &,,n= n, erhalten wir, wenn wir das Bezugssystem in die linke untere Ecke des 


®)vgl.K.Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 4. Aufl., Berlin 1947, S. 360-387 
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Rechtecks legen, als Durchbiegung 


> Pa <ısinnndsinnze ,.. e* ä 
(= aD meine neh 10) [A +nni &tg neh) Sin NTIEN (9) 
— nan&ofnran] — nn(A —n) Cofna(A —n) Siunzn} 


und als Momentensumme 


.2P Sısin na &, sin nn Sinnn Sinnn(A— nn) (10 
M=-—- 2 a ea Tee Et 


1 


Die Formeln gelten zunächst für 
n<n. Nach dem Reziprozitätsgesetz er- 
hält man die entsprechenden Formeln für 
n> n durch Vertauschung der Größen n 
und .. Es ist an anderer Stelle *) im An- 
schluß an die Membrantheorie gezeigt 
worden, daß M als Realteil des Logarith- 
mus von Quotienten der £, bzw. &,-Funk- 
tionen darstellbar ist. Wir wollen hier 
die durch Integration aus 


cosnne 
— n©imnn) 


In ®, (2) ORT) 
zu gewinnende Funktionen 


1% sinnnd 
Wi s 
I 9 n?’ Einnni 
BER (12) 
cosnnze 


Aa > la re 
> er net Sinnni 


oder mitv=1 


RD a 


7 n? Sinnni’ 


2= als Zr 
fe) Bea > coonnd ig — — —— 0 g— nn jl 
2 7 | m? Sinnnı Bild 6. Aufliegende Einlastplatte 


benutzen, um die Durchbiegung w darzustellen. Zunächst erkennt man, daß der mit 
1+nnıACignrAi multiplizierte variable Ausdruck unter dem Summenzeichen folgender- 
maßen als Realteil einerkomplexen Funktion geschrieben werden kann, wenn dabei — = {ı ; 


ter ei; + =, gesetzt wird: 
sinn &,sinnn&(ll +nai Ög nad) Sinnn(i — nn) Snnan 
— Reit nniACtgnni)[cosnn(l, +3) +cosnn(&—iA) Y. .(14). 
— cos ni, — 3A) — cos nnd, + A)] 
In ähnlicher Weise läßt sich der zweite Ausdruck unter Summe in die Form setzen: 


— [nCofnan+(A— n) Co nn(A — n) Siunzn] 
1 


— F (n —no) [sin nr (& + 4) — sinnn (+ A] + (n + no) [sin nr (&, — vA) (15). 
— sin na(&; — iA)] + A [sin nr (&, + 84)+ sin nn (6; — #4) — sin nn(&, — vl) | 
— sinnr(&, + FA)]} ) 


4) W.Müller, Ing.-Archiv, 21, 8. 63—72 (1953). 
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Berücksichtigt man nun weiter folgende, durch Differentiation nach } zu gewinnenden. 


Beziehungen 


naıbtgnmi cos nn +84) _ ea ee us). 
nn? Siınnnd 04 


n—1 


oo 


Drmäöignnicsnnn ZW) __ 72, 0,6 — 5) + la 
%) = 


N nn? Sin nn) (16); 
zrrlignmiosnn ai 7,2 0, re 
en? Sinnzi 04 
Zinn üig uni cos un lt FEN, or RI 
en? Sin ni 04 
so erhält man schließlich in komplexer Schreibweise für die Durchbiegung 
= > 9) 9,6 — a) Al + 
0 Relalı -23)19C ++ 9a ;2) — Ol — 2) — Qu + 12) en 


+ — E) II (+ 92) — la + iA] + (&— &) WG — MM (&— zu 


Dabei ist zunächst 7< n, vorausgesetzt. Vertauscht man n und mo und bedenkt, daß der ei 
teil einer komplexen Größe sich nicht ändert, wenn man die Größe durch die konjugiert kom- 
plexe Größe ersetzt, so findet man nach geringer Umformung im Falle n > 


Pa? 0 : Sa Rs u 
0 Re [2(1 25) 10& 12 +9 1) ls — 12) On 


+(& — S)ERG — 0) Ih (a — A] + (&— EI) (&— 3R)— I (&a— 1} 


Wesentlich ist die Bemerkung, daß die Funktionen 9,(£) und //,(£) in einfachster Weise auf 
die früher benutzten Funktionen ©,(£) und JT,(£) zurückgeführt werden können mit Hilfe der 
Formeln 


sinnz(1 — &+ in) = (— 1 [sin nn& Cofnan — icosnne Siunan], 
cosnn(1 — E+ in) = — (— 1)"Hlfeosnn& Cof nn -icosnnESinnzn]. 
Man erhält dann ohne weiteres 


Rell,(1— E+in)= Re I,;(e) ; 3m IL —E+in)= — imll;lö); | 


(13) 
Re -E+M)=—R;l); Imal—Et+in)=-ImAl | 
Ferner haben wir die Beziehungen 
I,A+)=— Ik(d); 9 1+9)=— 96); ] a Bao 
IKA—-D)=1,(); HAU-I=- N) 
Im besonderen gelten folgende Fouriersche Entwicklungen 
1 Sıeosnne 1 ee ne) 
SEE n? "ah ü are |, 
r (21). 
more Sanne |. a ge | ee 
; a wlan 6 12 ; 


Schließlich ist zu bemerken, daß das imaginäre Argument in den Ausdrücken für w absolut 


<A wird, so daß die oben gegebenen Tabellen für die Funktionen JT, und ©, für die Berechnung 
der Durchbiegung ausreichend sind. 


Zusammenfassung und Schlußbemerkung 
Es werden gewisse komplexe Reihen aus den Integralen der Logarithmen der 9,- und 
d,-Funktionen abgeleitet, mit deren Hilfe die Durchbiegungsfunktionen für rechteckige Platten 
oder Pilzdecken dargestellt werden können. Nach derselben Methode dürfte es auch möglich 
sein, weitere Fälle, z. B. die Fälle der Belastung einer Platte auf einer rechteckigen Fläche und 
die Fälle einer Fundamentplatte oder Pilzdecke mit rechteckigen Last- oder Stützflächen zu 
behandeln und übersichtlich darzustellen. 


Eingegangen am 20. November 1952. 


N RE: 


\ 
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. ; n 
Zum Torsionsproblem der abgesetzten Welle und anderer 
| Wellenformen des Maschinenbaues ”) 
Von Rudolf Sonntag in Karlsruhe 


Zur Berechnung der an den Übergangsstellen abgesetzier Wellen auftretenden Maximalspannung wird 
eine einfache und zuverlässige Formel entwickelt. Darüber hinaus ergeben sich ebenso einfache und zuver- 
lässige Formeln für Sonderfälle der abgesetzien Welle, wie z. B. für die Welle mit rechteckiger Bindrehung 
bzw. vorspringendem Bund oder mit rillen- oder schlitzförmigen Bindrehungen sowie auch für die Welle mit 
rechteckiger Keilnut. 


A simple and reliable formula is given, to compute Ihe maximum tensions that appear at the transition 
points of stepped shafts. Formulas that are in the same manner simple and reliable, are given for some special 
cases, e. 9. grooves and collars of certain cross-sections and the shaft with rectangular key-bed. 


Pour computer les tensions les plus haules se produisant aux points de transition d’arbres amincis, une 
formule simple et reliable est donnee. Ouitre cela, des formules aussi simples et reliables sont donnees pour 
des cas speciaux de l’arbre aminci, par ewemple pour l’arbre avec tournure rectangulaire, respectivement 
lien saillant ou avec tournures en forme de rainures ou de fentes ainsi que pour l’arbre avec rainure & coin 
rectangulaire. 


Bcratpe pasBuBaeTcH IPoCTaA HM HaMerkHaı PopMyıa AA BEIYHCHeHHA MAKCHMA.IBHOTO 
HAIPSIKeHHS, BOSHHKAJOIMETO Y BANOB C YCTYIAMH Ha MecTax mepexona. Jlaroe, no1yyamrca 
He MeHee IPOCTbI® H HANe)EHBIE POPMyYJIBI HA CTeAYIOINHe yacTHBIe CAYyaH YCTYNYaTOrO Baıa, 
KAK-TO: BAJI C IPAMOYTOJAIBHOH 3aTOYKOH JIHÖO C BBICTYHAIIHM OÖBAPKOM, HIN ?Ke C KAHABOY- 

HBIMH HIH INeTEBHAIHBIMH 3aTOYKAMH, & TAKKe BAJL C IIPAMOYTOJIBHOH IINOHOYHOH KAHABKON. 

I. Einleitung 
Es ist bisher noch nicht gelungen, das sich der strengen Behandlung entziehende Tor- 
sionsproblem der abgesetzten Welle, der für die Praxis wichtigsten Wellenform, 
auf dem Wege der Rechnung einer befriedigenden Näherungslösung zuzuführen, etwa in dem 
Sinne, wie ich sie vor längerer Zeit an dieser Stelle für das symmetrische Problem der: Welle mit 
einer halbkreisförmigen Eindrehung gegeben habe !). Die dort mitgeteilte Formel für die 
Maximalspannung an der Übergangsstelle einer abgesetzten Welle konnte in theoretischer 
Hinsicht nicht in gleicher Weise befriedigen, da sie aus einer weniger gut begründeten Nähe- 
rungstheorie hergeleitet wurde und ihre Genauigkeit deshalb um so mehr zu wünschen übrig 
ließ, je schroffer der Übergang vom größeren zum kleineren Durchmesser erfolgt. Die ihr zu 
Grunde liegenden Annahmen bedurften zu ihrer Rechtfertigung erst der nachträglich fest- 
zustellenden — allerdings weitgehenden — Übereinstimmung ihrer Ergebnisse mit denen, die 
Fr. A. Willers ?) mit Hilfe eines sehr genauen graphischen Integrationsverfahrens erhalten 
hatte. Da es sich hier um ein erstrangiges Festigkeitsproblem des 
Maschinenbaues von allgemeinstem Interesse handelt, so muß das Fehlen einer auf 
gesicherter theoretischer Grundlage beruhenden Formel für die Maximalspannung einer belie- 
big stark und beliebig schroff abgesetzten Welle als eine empfindliche Lücke in der Festigkeits- 
lehre bezeichnet werden, deren Ausfüllung in der vorliegenden Arbeit versucht worden ist. Daß 
dieser Versuch gelang und zu Formeln von großer Einfachheit und Genauigkeit auch für andere, 
im Maschinenbau vorkommende Wellenformen führte, ist der Aufdeckung einer entscheidenden 
Gesetzmäßigkeit mit Hilfe einer neuen Methode sowie der Kenntnis zweier genauer Grenzwerte 
zu verdanken, von denen der eine von Willers?) herrührt, während der andere in dieser 
Arbeit ermittelt wurde. 
II. Die abgesetzte Welle mit kleiner Stufenhöhe 
I Sstufenhöher slexchartbrnndun gshaibweisser 
Es werde zunächst eine Welle betrachtet, deren Stufenhöhe gleich ist dem gegenüber dem 
Wellenhalbmesser @ verschwindend kleinen Übergangshalbmesser 5b (Bild 1). Für diesen Fall 
läßt sich der Verlauf der Randspannung längs der Meridianbegrenzung aus einer einzigen 
Spannungsfunktion bestimmen, die sowohl für den stärkeren als auch für den schwächeren 
Wellenteil gültig ist. Den Ausgang bildet die Spannungsfunktion für eine Welle mit kleiner, 
rings umlaufender Halbkreisrille (Bild 2), die durch ein Torsionsmoment M beansprucht ist ®): 
2 y 2\]4 

ee Br Z = EL) 


27 a — b?cos?p a r2 


*) Ein kurzer Auszug aus dieser Arbeit mit dem Titel: „Zum Torsionsproblem der abgesetzten Welle‘ er- 
schien in den Proceedings des 8. Intern. Kongresses für theoretische und angewandte Mechanik in Istanbul 1952. 

ı)R. Sonntag, „Zur Torsion von runden Wellen mit veränderlichem Durchmesser“. Z. angew. Math. 
Mech. 1929, S.1—21; auch: Biezeno-Gra mmel, „Technische Dynamik“. Berlin 1953, Bd. I, 8. 329—338. . 

2) Fr. A Willers, „Die Torsion eines Rotationskörpers um seine Achse‘, Zeitschr. f. Mathematik und 
Physik 1907, S. 225. re 

3) siehe Fußnote 1): Gl. (26) der dort angegebenen Arbeit, in der ein Druckfehler zu berichtigen ist: 
statt (r — b)2 muß r? — b2 gesetzt werden. 
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mit den Spannungskomponenten z, und 7, im Längsschnitt: 


1 or, 1 are Pr 2). 
es (a — r cos p)? ES IEGE (a—r:-cosp) ( 


ER ER. 
Längs der Meridianlinie der Welle (Rienrand: r=b; geradliniger Rand: =-+ 2) wird 


a i PRRESTT - 
E. =. — const, und auf der Wellenachse: r = a wird F,=0. Für die Maximal- 
7 2 


spannung, die im Grunde der Rille auftritt, ergibt sich die einfache Formel: 
2M 24a 
= = See u 
Tmax = (Ee)r=} (a —b® a+b (8) 


Bildi Bild 2 


In Gl. (1) ist im vorliegenden Falle das Glied 5?cos?, — weil verschwindend klein gegen 
a? — zu streichen. Beschränkt man die Untersuchung weiterhin auf die allein interessierende 
Randzone in der Umgebung der Rille, sieht also r/a als sehr klein gegen 1 an, so geht GI. (1) 
über in: 


M r b2 
r=-2|1-42.00s9(1-%) N: a en ee TER . (la) 
und GI. (2) vereinfacht sich zu: 
SEN EOETILR ok 1 
ec F77 z 79 N Re en n..n . (2a). 


Nach Division der Gl. (la) durch a? und Ausscheiden des keine Spannungen liefernden kon- 


M 
stanten Gliedes ET geht sie über in: 


an 
M FR, 2M 


p2 
REITER DEE Au 
2na? a? na Z cos (1 =) b 


2M 
Setzt man noch —; = 7’ (Umfangsspannung in großer Entfernung von der Rille), so erhält 


man schließlich für die in der Randzone gültige Spannungsfunktion den einfachen Ausdruck: 


; be 
F=r:r:cosp(li— 2) a ee 
mit den Spannungskomponenten im Längsschnitt: 
re es {i 2: RER ' b2 
Ne wa Vearnieh cos p-(1 +3) rel 


Der Ausdruck Gl. (1b) erfüllt sowohl die Randbedingung, wonach F in jedem Punkte der 
Meridianlinie gleich einer Konstanten sein muß, die hier gleich Null ist, als auch die Verträg- 
lichkeitsgleichung: 


OR SB. 10%,  7:sin@-+7,'cosp 
en 1 ? Berıyy? 
ae r ae @— r:Cos@ Kt 
deren letztes Glied für »/a < 1 verschwindet. In der Umgebung einer kleinen Halbkreisrille 


sind demnach die Gl. (lb) und (2b) streng gültig. Aus Gl. (2b) ergibt sich für die im Grunde 
der Rille vorhandene Maximalspannung: | 


Tman = (Up)r-d = 27 an En 5 
9=0 h 


*) siehe Fußnote 1): Gl. (2a) der dort zitierten Arbeit. 
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Zur Gewinnung der Spannungsfunktion für die abgesetzte Welle mit Übergang durch 
einen Viertelkreisbogen wird ein Kunstgriff angewandt, der in einer Hilfskonstruktion besteht, 
die nach Erreichung ihres Zweckes wieder fallen gelassen werden kann. Man reihe nach Bild 3 
an die Halbkreisrille nach N) 1 2 n Er 
einer Seite eine unendliche \ i j z f 
Folge gleicher Rillen an. 
Die schraffierten Dreiecke 
bilden Totwassergebiete, 
die man sich weggeschnit- 
ten denken kann, so daß 
man im Längsschnitt als 
Meridianlinie des schwä- 
cheren Wellenteils einen Bild 8 


_ von einer Geraden nur 


wenigabweichenden, flach gewellten Linienzug (Bild 3) erhält. Für die Spannungsfunktion dieser 
Welle kann man durch eine Erweiterung der Gl. (1b) — vorbehaltlich einer sich etwa als not- 
wendig erweisenden Abänderung — den folgenden, naheliegenden Näherungsansatz machen: 


i b2 b2 b2 - BES b2 
I=7 rl) m) 5) Serselt rs (1-5) IT - 5) + (8) 
der in jedem Punkte der Meridianbegrenzung dieser Welle verschwindet, jedoch die Verträg- 
lichkeitsgleichung nicht erfüllt und der außer im folgenden auch weiter unten in Ab- 
schnitt V einer Prüfung unterzogen wird. 
Dabei ist: 

nen Qnb-Anbrsino. 00 nur 
Aus Gl. (5) folgt für die Schubspannung im Grunde der Anfangsrille mit dem Index 0, die den 
Übergang zum stärkeren Wellenteil vermittelt: 


iz ame 
— | — et 1— — —-2r II =2T7R...(. 
ee le leide en w 
An? 
Der Vergleich des mit R bezeichneten unendlichen Produkts mit der bekannten Produktent- 
wicklung: 
5 % co 1 
Ennell wer A Fr 
1 1'»7— — 
n2 70? 
ergibt: 
; 2 
2-5 und damit R= = 0682. ad); 


Die Brauchbarkeit des Ansatzes (5) läßt sich jetzt beurteilen, wenn man die Spannung im 
Grunde einer unendlich fernen Rille berechnet, die gleich 7’ sein müßte. Hierzu verlegt man 
den Ursprung des Koordinatensystems r, p vorübergehend in den Mittelpunkt einer solchen 
Rille. Da sich an sie nach beiden Seiten hin unendlich viele Rillen anschließen, so geht die für 
die veränderte Orientierung des Koordinatensystems geltende Spannungsfunktion für 9 = 0 
aus Gl. (5) einfach dadurch hervor, daß man das darin auftretende unendliche Produkt in’s 
Quadrat erhebt. Man erhält also die Spannung 7, , indem man in Gl. (7) R durch R? ersetzt. 


% =2r"R=0,932T7 anstatt: % =Tr. 
1. r . 
Damit „ = Tr’ wird, muß Rdurch R’ = 572 ersetzt werden, d.h. der allgemeine Faktor 


1 
ee) 
tm 
des unendlichen Produkts R in Gl. (7) muß ersetzt werden durch fa = ff» derart, daß das 
unendliche Produkt: 


BR n.RRn 0092 Br Veran. ro en lkl) 
: 1 
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wird, woraus 


BT PT OST 
1 


folgt. Die mit f, zu multiplizierenden Korrekturfaktoren f» ergeben sich aus der bereits 
benutzten Produktentwicklung: : 


H co 2 
Be Siny_ (1 r nn — 1.0373 
Yy n? 7 


woraus man % = 0,469 und damit 


2 
kel+- 214: 2 une (id) 


n?76° N 


erhält. 

Mit dieser Korrektur darf die gerillte Meridianlinie des schwächeren Wellenteils als voll- 
wertiger Ersatz für die gerade Begrenzungslinie und der Wert für die Spannung z,im Grunde 
der Anfangsrille, d.h. am Beginn des Wellenübergangs: 


H=(&%)ra=2r R=YV2-r7 = 1Aldr.. 200.020. ll) 
9=0 


als derin Wirklichkeit zutreffende Wert betrachtet werden, der jedoch noch nicht dieMaximal- 
spannung darstellt. Der Vergleich von Gl. (14) mit Gl. (4) deckt eine wichtige Gesetzmäßigkeit 
auf. Danach ist dieSpannungim Grunde der Anfangsrille gleich 
der Quadratwurzeldesjenigen Wertes,densie an dieser Stelle 
besitzt, wenn die Anfangsrille allein vorhanden ist. ‘Zu diesem 
Ergebnis kann man an Hand der Hilfskonstruktion auch ohne Rechnung wie folgt gelangen. 
Bezeichnet man das Verhältnis der Spannung im Grunde irgend einer Rille zu der Umfangs- 
spannung 7’ der ungeschwächten Welle als de Kerbziffer %für diese Rille, so ist nach 
Gl. (4) für die Welle mit nur einer Halbkreisrille k,== 2. Reiht man an diese Rille mit dem 
Index O beiderseits unendlich viele gleiche Rillen an und verlangt man, daß diese gerillte 
Randlinieein,vollwertigser Ersatzidenseer ade nr an dl ine 
ungeschwächten Welle sein soll,so muß für jede Rille k, = 1 sein, da es gleichgültig 
ist, welcher Rille man den Index 0 beilegt. In der Schreibweise der Gl. (7) ist hier nach dem 
Vorhergehenden: 


n=2rTRe—=r oder Hekz2na er ES 


r 1 9 . . 5 
zu setzen, woraus R’ — 5 Y2 folgt. Da nun R’ denjenigen Einfluß auf die Kerbziffer k, dar- 


stellt, den jede der beiden an die Anfangsrille beiderseits angeschlossenen unendlichen Rillen- 
folgen ausübt, so muß also, wenn man nur nach einer Seite hin unendlich viele 
Rillen anschließt, diedanneinen vollwertigen Ersatzfür diegerade Rand- 
linie des schwächeren Wellenteils der abgesetzten Welle bilden, 
die Kerbziffer am Anfang des Wellenübergangs 


2 RmY2 2 RT a ee 


sein. Daraus geht aber hervor, daß dieser Wert der genaue sein muß. Da von dieser Be- 
trachtung später wieder Gebrauch gemacht wird, sollen Gl. (15) und (16) noch auf eine all- 
gemeinere Form gebracht werden. Hierzu werde die Kerbziffer der Anfangsrille, für den Fall, 
daß diese allein vorhanden ist, zweckmäßig mit us bezeichnet (im vorliegenden Fall ist da 
Damit geht Gl. (15) über in: 


u RT] ve(glatkeiiVelle) (15a) 
Daraus: 
U 
v 
Gl. (16) geht damit über in: ’ 
: 1 
Klar Zi ar (abgesetzte Welle) 26h), 
0 


sodaß dieKerbziffer u am Beginn desÜbergangs der abgesetzten 
Welle gleich der Wurzeleam unser! 

Die Maximalspannung läßt sich ermitteln aus dem Verlauf der Spannung (T,)r—» 
längs des Übergangs — Viertelkreisbogens, u 
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Aus Gl. (5) findet man durch partielle Differentiation nach r zunächst: 


= 1 
op—=2T ; 
BT el { | ee) 


Nach Abspaltung des in Gl. (7) auftretenden unendlichen Produkts R und dessen Ersatz 
durch R’ (11) ergibt sich der genauere Wert: 


Fr = Sit or & 
.p Ve 
(mr —V2r cos 9 II | Ann -+-sinp)-+n 52 
Zum Zwecke der numerischen Auswertung dieser Gleichung wandelt man das unendliche 
Produkt in eine unendliche Reihe um. Wird das Produkt der ersten » Faktoren mit U, bezeichnet 
also: 


n 
dr = ar TE 't,) 
so folgt aus der Identität: 


U — D, en (0% =% U,_1) — U, + 2 U,_ U, 


- für jedes konvergente Produkt: 


0 mr, une E U, u. 
2 


Nn> © 


Um die Berechnung der Produkte U,_,ı zu umgehen, schließt man den wahren Wert von U 
durch die folgende Abschätzung zwischen zwei Grenzen U’ und U” ein, indem man setzt: 


als untere Grenze: UT Ua er l., 
2 
als obere Grenze: DU Ur Sur > U 020,0: 
2 2 
so daß: 
Un=iU,; (1 > u) und = ar Bu TREE Est 
. : Te, 
2 


Da, wie die Zahlenrechnung zeigt, die beiden Grenzen stets sehr nahe beieinander liegen, so kann 
gesetzt werden: 


ee Dee, 2 A Re 


Auf diese Weise wurden die in der folgenden Tabelle I aufgeführten Zahlenwerte für das Ver- 


hältnis (Fo)r=i ‚ Gl. (17), längs des Übergangs berechnet‘ 
T 


Tabellel. 

m | 0 5a]? 10722 10857) A132 12943 
ol 1,414 1,436 | 1,446 | 1,447 | 1,446 1,445 

T | 
| nen nn m mn nn ann nn m 

o4t o° ° ° | ° o 

P | 15% 2 Er A000 90 
or=d 1,440 1,421 | 1,339 | 1,205 | 0,804 0 

T 


Die maximale Spannung tritt bei = 11° auf und beträgt: 
Nr 1,0Bir: nen Ihe Annett (20) 


Den Verlauf der Randspannung des schwächeren Wellen- 
teils erhält man, in dem man die Spannungen im Grunde der sich an die Anfangsrille an- 
schließenden Rillen berechnet. Für die n-te Rille erhält man diese durch die folgende Über- 
legung. Man denke sich zuerst diese in die Welle eingedreht, so daß sie zur Anfangsrille mit der 
Kerbziffer u, =2 wird. Sodann werden auf der einen Seite von ihr unendlich viele, aneinander 
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anschließende Rillen angebracht, deren Einfluß auf die Kerbziffer der Anfangsrille durch 


Ri 2 = 5 zum Ausdruck kommt, und schließlich auf der anderen Seite von ihr » Rillen, 


bo 2 Er 
deren a gleich dem Produkt der ersten » Faktoren des unendlichen Produkts R' ist. 
Damit wird die Spannung im Grunde der n-ten Rille unter Beachtung von GI]. (14): - 


mtr Off fr a  ENE WEORERRENE 
1 


oder mit Gl. (10) und (13), in denen n durch » zu ersetzen ist: 
r 4»? + 0,0892 


an ERBEN 


Tn =NTn 


Rechnet man eine Koordinate » vom Mittelpunkt der Anfangsrille aus (Bild 4), so ergeben sich 
für 7, = r, die aus Tabelle II ersichtlichen Zahlenwerte. 


Tabelle II 
= Tara 


123 


1,095 


1,068 | 1,053 
| | 


Die Randspannung des stärkeren Wellenteils folgt aus Gl. (5) 
unter Berücksichtigung der Gl. (13) zu: 


1,043 


RER a 2 2 1 
(Moog Ad BE Pl Sr ae II Is EaRER S ab (23) 


Mit Benutzung der Produktentwicklung des sin und cos ergeben sich daraus die in Ta- 
belle III aufgeführten Werte für diese Randspannung. 


Tabelle III 
Bene 
ge 1 Pe N zu EG | 10 | 
2 7a) 7 ARE 
(Tr) — 
15 


T 


3 0 


0,64 


0,79 | 0,85 


FE 


0,88 | 0,95 


In Bild 4 ist der Verlauf der Randspannung längs der Meridianlinie der Welle wieder- 
gegeben. 


2.Stufenhöhe größer als der Abrundungshalbmesser 

Weiterhin werde eine abgesetzte Welle nach Bild 5 betrachtet, deren Stufenhöhet 
größeralsder Übergangshalbmesserbist;doch werde wieder t als sehr klein 
gegenüber dem Wellenhalbmesser « vorausgesetzt, so daß kein Unterschied zwischen dem 
Halbmesser des stärkeren und dem des schwächeren Wellenteils gemacht zu werden braucht. 
Den Ausgang bildet hier eine kreiszylindrische Welle, in die eine einzelne Rille von derin Bild 6 
dargestellten Form eingedreht ist. Wäre die Kerbziffer u? für diese Rille bekannt, so könnte 
man die Kerbziffer k, für den Anfangspunkt A des Übergangs-Vierteilkreises der abgesetzten 
Welle sofort angeben, da sie nach Gl. (16b) gleich u, wäre. Denn die abgesetzte Wellenform 
in Bild 5 geht aus derjenigen in Bild 6 hervor, indem man an die zunächst allein vorhandene 
Rille nach rechts unendlich viele Rillen von der gleichen Form anreiht (Bild 7), so daß die zu- 
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vor — im Anschluß an Gl. (14) — angestellten Überlegungen auch hier Gültigkeit behalten. 
Nun läßt sich aber u, für jedes beliebige Verhältnis i/b in sehr guter Annäherung angeben, indem 
man sich außer dem oben erhaltenen Grenzwert (Gl. 14) ein von Willers>) auf theoreti- 


Bild 5 Bild 6 Bild 7 


schem Wege gefundenes strenges Ergebnis zunutze macht, wonach die Spannung an 
der Übergangsstelle einer scharf abgesetzten Welle, für die 


das Verhältnis i/b> co geht, wie limeft/b unendlich wird. Der allge- 
meine Ausdruck für die gesuchte Kerbziffer k, = u, im Anfangspunkt des Übergangs hat damit 
die drei folgenden, genau gültigen Bedingungen zu erfüllen: 


1. Für Jb=0:u=1 (glatte Welle). 
2. Für yb=1:m= }2 nach GI. (14). 


3. Für Yb>o:mw= + nach Willers (scharfe Ecke). 


Diese drei Bedingungen werden von dem nachstehenden Ausdruck erfüllt: 


BERUHEN een. a ee 


welchem demnach auch für einen beliebigen Wert von i/b ein hoher Genauigkeitsgrad zuzu- 
schreiben ist. Damit wird die Kerbziffer für die Einzelrille nach Bild 6, für die dasselbe gilt: 


yTe\E 3 
us | + = SIERT ER KANTE ET ES (25). 


Mit diesem Ausdruck vergleiche man denjenigen, den H. Neuber®) für die Kerbziffer 
im Grunde einer Rille von der Form einer Halbellipse (in Bild 8 gestrichelt eingezeichnet) 
mit dem Krümmungsradius bim Grunde der Rille auf strengem Wege gefunden hat: 


w=1+ 4 2 


Ist z.B. i/b=4, so wird nach Gl. (25) u = 3,52, während nach Gl. (26) uy = 3,0 wird, also 
kleiner als v5, was auch auf Grund der Anschauung ausgesagt werden könnte. 

Im Grenzfall der.,schar- 
fen Ecke‘ werde nach Bild9 der 
Viertelkreisbogen der Abrundung durch 
einen unendlich -kleinen Halbkreisbogen 
ersetzt, so daß z, für = der Randbe- 
dingung entsprechend verschwinden muß. 
In Gl. (5), die bis auf den Faktor cos o 
auch hier noch gilt, — da die Randgerade 
des schwächeren Wellenteils ebenfalls durch 
eine unendliche Folge von Halbkreisrillen 


Bild 8 Bild 9 


q 
ersetzt wird, wie man aus Bild 7 unmittelbar erkennt, — ist cos @ durch (cos =) zu ersetzen, 


damit F längs der Meridiangeraden 9 = r der Stufe verschwindet, womit Gl. (17) übergeht in: 


» 2 Ge es sin o 5 
zu L (eo: 2) It 4 4n?(n +sin —) BE (a0), 


5) a.a. O. (s. Anm. 2). 
6) H.Neuber, ‚„Kerbspannungslehre‘‘. Berlin 1937, 8. 124. 
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Der Exponent gist so zu bestimmen, daß das Maximum der Randspannung (7,)r— für Vb>x 
nach einem weiteren theoretischen Resultat von Willers an der Steller =b, 9 = 2 auf- 


tritt. Dieses Resultat gilt zwar zunächst nur für den Übergang durch einen Vierteilkreisbogen. 

Denkt man jedoch an das zum Torsionsproblem analoge Strömungsproblem, so sieht man auch 

ohne Rechnung ein, daß sich der Charakter der Strömung längs der unteren Hälfte des Halb- 

kreises in Bild 9 nur geringfügig von dem Fall unterscheiden kann, in dem diese den Übergang 

bildet. Aus dieser Bedingung findet man g = 1/3 und die maximale Kerbziffer: 

= 1,09 k,= 1,09 (u): Be na (28). 
d 


ee % 
= 


4 
In einer „‚scharfen Ecke“, bei der b verschwindend klein oder sehr klein gegen t ist, erreicht 
demnach in guter Annäherung de Maximalspannung den 1,09fachen Wert 
der Spannung am Beginn der Abrundung, während im Fall {/b=1 nach 
Gl. (20) dieser Faktor 1,023 beträgt und für i/b — 0 dem unteren Grenzwert 1,0 zustrebt. Mit 
Hilfe dieser Daten läßt sich die folgende Näherungsformel für den — praktisch unwesentlichen 
— Faktor ö aufstellen, mit dem k, zu multiplizieren ist, um für ein beliebiges Verhältnis /b die 
maximale Kerbziffer %,,.., zu erhalten: 


t 

3 = 1.092.0,09 6 re Per 

Ks OR ee u . (29a). 

Mit Hilfe des bekannten Wertes von u, läßt sich der Verlauf der Randspannung 

längs der Randgeraden des schwächeren Wellenteils für einen ge- 

gebenen Wert von t/b berechnen, indem man die Kerbziffern für die an die Anfangsrille mit dem 

Index 0 anschließenden Rillen bestimmt (Abb. 7). Da rechts von der n-ten Rille oo viele, links 

von ihr n Rillen liegen, so erhält man für die Kerbziffer k, dieser Rille in leicht ersichtlicher 
Weise: 


N 
Le == BR IIx, ie, ie Maier ea.) este (30). 

1 

Dabei ist nach Gl. (15b): 
1 ® z > 1 
I es xn,= nm Senn . . . . . . . . . 31), 
Ho II Sinz I, he Yin 
v?n?® 


woraus bei gegebenem u, die Unbekannte zund damit die Faktoren x, bestimmt werden können. 
In Abschnitt V wird die Zulässigkeit der aus Gl. (31) hervorgehenden Berechnungsweise 
der Faktoren x, geprüft und gezeigt, daß ihr ein hoher Genauigkeitsgrad zukommt.. Dasselbe 
gilt dann auch für den Näherungsansatz Gl. (5), auf den diese Berechnungsweise zurückgeht. 


3.Wellen mitflacherrechteckiger Eindrehungodermit 
flachem rechteckigen Bund 
Be Die hier angewandte ‚‚Rillen-Methode‘‘ ermöglicht auch die Berechnung der maximalen 
Torsionsspannung von Wellen, die durch rechteckige Eindrehungen verschwächt sind, (Bild 10) 
oder die einen vorspringenden rechteckigen Bund besitzen (Bild 11). Wird die Breite B der 


Bild 10 


Eindrehung bzw. des Bundes als Vielfaches des Durchmessers 25 des Abrundungskreises, mit 
dem die einspringenden Ecken abgerundet werden, ausgedrückt, d.h. wird: B= n-2b gesetzt, 


so wird die Kerbziffer im Anfangspunkt der Abrundung, d.h. im Grunde der Anfangsrille mit 
dem Index 0: 


. D ” == 
für die rechteckige Eindrehung: ko — 8 JT*, ER ee, N 
i 
und für den rechteckigen Bund: °k,— TI (33) 


i 
wobei die Zahlen x, für ein gegebenes u, (Gl. 24) mit Hilfe von Gl. (31) zu bestimmen sind. 
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Während Gl. (32) sich nach dem Vorhergehenden von selbst versteht, geht die Gl. (33) 
hervor aus: 
il ) 
ee TR a N 
Ho aF+i 
Darin bedeutet wiederum 1/u, (Gl. 31) den Einfluß der sich in Bild 11 an die Anfangsrille nach 
links anschließenden unendlichen Rillenfolge auf die Kerbziffer k, und das unendliche Produkt: 


ITx 
= E 1 1 ME e 
I +» = — = on = Mn RR (35) 
nt RR IT Rn no Mi Me TE Up Pak -— 


den Einfluß der sich an die rechte Seite des Bunds anschließenden unendlich vielen Rillen, von 
denen diejenigen mit dem Index 1 bis n infolge des Vorhandenseins des Bundes fehlen. Mit 
Gl. (35) geht aber Gl. (34) über in Gl. (33). ka, kann in beiden Fällen genügend genau gleich 
ö'k, gesetzt werden mit ö aus Gl. (29). 


ZT)ie Welle mitttachet rechte ckrger es In ut Bra) 

Solche Wellen sind bei dynamischer Beanspruchung bekanntlich ebenfalls stark ge- 
fährdet, da in der Praxis der Abrundungshalbmesser der Kanten des Nutenfräsers, der gleich 
dem Halbmesser 5 ist, mit dem die einspringenden Ecken der Keilnut abgerundet sind, fast 
durchweg viel zu klein im Verhältnis zur Nutentiefe aus- 
geführt wird. Obwohl nun die Keilnutenwelle nicht zu 
den hier untersuchten Wellen mit veränderlichem Quer- 
schnitt gehört, so läßt sich trotzdem ihre maximale Tor- 
sionsspannung für den praktisch wichtigsten Fall der 
flachen, rechteckigen Nut nach Gl. (32), die für die 
flache, rechteckige Eindrehung gilt, berechnen, da beide 
Torsionsprobleme ineinander übergehen, wenn die Nuten- 
tiefe t klein ist gegen den Wellenhalbmesser a. S 

Diese Identität des Spannungsfeldes in den Rand- Bild 12 
gebieten des Längs- und Querschnitts läßt sich entweder 
durch eine hydrodynamische Analogie-Betrachtung oder auch wie folgt beweisen. Geht man 
von einer Welle aus, in die eine kleine, halbkreisförmige Keilnut in axialer Richtung eingefräst 
ist, so tritt an die Stelle der Gl. (1) der folgende Ausdruck für die Spannungsfunktion ?): 


13 


2 E ’ 
ee = dr cos lt _- =; er ee re ta Fr ke (36), 


y? 
wenn wieder 7 — 

na? 
deutet. Der Ausdruck Gl. (36) erfüllt die Randbedingung (Ff = 0) sowie die für Wellen mit 
konstantem Querschnitt geltende Differentialgleichung: 


2F 1 oF 1 02F : 
2 — + — Q _ 2 _ — 26%. 
or? r or r? 00? 


die Spannung am Umfang der vollen, ungeschwächten Welle be- 


Die Gl. (36) führt, wie oben, ebenfalls auf die bekannte Spannungsverdoppelung im Grunde 
der Nut und wenn man sie in derselben Weise wie zuvor zu einem unendlichen Produkt er- 
weitert, so folgt aus der zu Gl. (5) analogen Gleichung für die erweiterte Spannungsfunktion 
derselbe Ausdruck für z, wie oben, Gl. (7), so daß alle sich an diese Gleichung anschließenden 
Betrachtungen auch für den Querschnitt der Keilnutenwelle gelten, bei der an Stelle der rings- 
um laufenden Rillen solche mit axialem Verlauf treten. Die Keilnut nach Bild 12 unter- 
scheidet sich von der in der Praxis ausgeführten dadurch, daß ihre Flanken nicht parallel sind 
und daß ihre Grundlinie keine Gerade sondern ein Kreisbogen ist. Auf die Spannungskonzen- 
tration in den einspringenden Ecken kann jedoch dieser Unterschied keinen wesentlichen Ein- 
fluß ausüben. Da die Kerbziffer bei einer rechteckigen Nut, — ebenso wie bei einer halbkreis- 
förmigen, — für gleichbleibendes t/b ihren größten Wert für eine gegen den Wellenhalbmesser « 
verschwindend kleine Nutentiefe £ besitzt, so wird man für eine flache Keilnut mit endlichem, 
jedoch kleinem Verhältnis t/a, wie es bei den Ausführungen in der Praxis der Fall ist, die nach 
Gl. (32) zu berechnende Kerbziffer k, als die maximale ansehen, d.h. den Vergrößerungsfak- 


7,0. Weber, Forschungsarbeiten Ing.-Wes., Heft 249 (1921). 
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tor ö unberücksichtigt lassen, und selbst dann noch einen etwas zu großen Wert für die Maxi- 
malspannung 


2M , Ä 
Im = ga Mor I] 9 > 3 , . ” . En . . an 1873 


erhalten. Dabei bedeutet wieder u2 die Kerbziffer für den Fall, daß nureime der in axialer 
Richtung in die Welle einzufräsenden Rillen vorhanden ist. Da sich nun diese Rillen hier — 
im Gegensatz zu denen in Bld7— nach außen zu erweitern, und zwar um so 
mehr, je größer t/a wird, so liegt es nahe, ihnen die Form von Halbellipsen nach Bild 8 zu 
geben, so daß an Stelle der radialen Nutenflanke und des sich an diese anschließenden Ab- 
rundungs-Viertelkreises der Quadrant einer Ellipse tritt, deren kleinster Krümmungshalb- 
messer b und deren große Achse tist. Der Unterschied ist offenbar um so geringer, je schmaler 
die Ellipse, d.h. je größer t/b wird. 

Große Werte von t/bsind aber gerade das Kennzeichen einer rechteckigen Keilnut, so daß 
wegen der größeren Zahl der die Keilnut gewöhnlich bildenden Rillen die Gl. (37) mit u, = uy 
nach Gl. (26) übergeht in die einfache Formel: 


2M KOM BOM 
Tmas > —= UN — Es Vrr VE im BE de Ku (38) 


na® un na? 

die somit alssichere Berechnungsgrundlage für Wellen mit recht- 
eckigen Keilnuten anzusehen ist, wobei t die Nutentiefe nach Bild 12 bedeutet. 
H. Quest?) hat die Maximalspannung in der einspringenden Ecke einer noch als flach anzu- 
sehenden, rechteckigen Keilnut gemessen an einer Welle mit dem Halbmesser «a = 60 mm, 
einer Nutenbreite von 30 mm und einer Nutentiefe von 9 mm, entsprechend ? = 6,8 mm nach 
Bild 12. In der folgenden Tabelle IV sind die gemessenen Werte von kya,, die mit einem mitt- 
leren Fehler von 5% behaftet sind, den aus Gl. (38) und (37) berechneten gegenübergestellt. 


Tabelle IV 
t/b 23 2 er 


kmar nach Quest | 1,58 | 1,61 | 1,77 | 2,00 
kmaz nach Gl. (38) 1,59 | 1,68 1,91 °172,26 
kmaz nach Gl. (37) 1,737] 182972:.05018 240 


5. Entlastungskerben 
Als Beispiel ist in Bild 13 die Randzone einer zylindrischen Welle dargestellt, in die in 


regelmäßigen Abständen eine Reihe von Rillen eingedreht ist. Der Abstand je zweier Rillen 
voneinander sei 4-25. 


Bild 13 


Dann beträgt die Kerbziffer für die Mittel-Rille: 


hy = U ar EL De (39) 
und für die symmetrisch zu ihr liegenden der Reihe nach von innen nach außen: 

ka = u u ER NE a (40), 

ko = 0° Mae na an win BEL. m ALE KERLE (41), 

hp = MO Marge a nn (42) 


wobei die x-Werte wieder aus Gl. (31) zu bestimmen sind- 
Ist z.B. i—= 4b, so wird ug — 3.52. 
h Damit liefert die einfache Zahlenrechnung die folgenden Werte für die einzelnen Kerb- 
ziffern: 
k4=8;27 kp = 3,28 ka = 3,30 Ky—.3,38, 
Für eine einzelne Rille ist k, = u? = 3.52. 


®)H. Quest, „Eine experimentelle Lösung des Torsionsproblems“, Ing.-Arch. 4 2 
Biezeno-Grammel, Technische Dynamik“, Bd. I, S. 331. ne Tre 
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III. Die abgesetzte Welle mit beliebig großer Stufenhöhe 


Im folgenden werde der Halbmesser des größeren Zylinders mit R, der des kleineren mit r, 
die Stufenhöhe mit t und der Abrundungshalbmesser mit o bezeichnet. Eine abgesetzte Welle 
mit beliebig schroffem Übergang nach Bild 14 wird gekennzeichnet durch die beiden dimen- 


sionslosen Parameter =; und = ‚so daß jetzt 2 Veränderliche in die Rechnung eingehen, 
Da 
Er re _1). Br eo) 


R 
ist, so können auch als Veränderliche = und n gewählt werden. 


"Die Kerbziffer Ber im Anfangspunkt des Abrundungs-Viertelkreises muß die 


folgenden Bedingungen erfüllen: 


1. = 0:h=1 
ae 77 1\» 
2. pr | +) nach Gl. (24). en 
3. 5 =.0: ” = 1 (Zylinder vom Halbmesser r in den unendlichen Halbraum über- 
gehend) 


R 
— — ® wird. 
1% 


t 
a) für endliche Werte von = muß k, endlich groß werden, trotzdem = — 


_ 
b) für > o:lim Be yz r nach Willers (scharfe Ecke). 
4 Or de 


für —0: h=1, 


4. 2 — oo, für jeden endlichen Wert von S : 


im, — 6 YA n nach Willers (scharfe Ecke). 
0 — oo 


(4 
5. Für die Welle mit rings umlaufender Halbkreisrille (Bild 17, t = o), deren Halbmesser o 
gegen r klein ist, muß nach Gl. (3) sein: 


Diese Bedingungen werden sämtlich von dem folgenden Ausdruck für k, erfüllt: 
N Re, 
a —-V[—|) -]/1 +. 1/|— | REN: 
ku % je: { 40 (3) zu " 40 = R ( ) 


Die unter 3. genannten Bedingungen verlangen, daß die beiden Parameter - und =” unter der 
dritten Wurzel in der Produktverbindung auftreten, so daß für schärfere Ecken — 
bei denen gegen 1 vernachlässigt werdenkann— keine Funktion des Produk- 
tes.der en Veränderlichen allein ist. Die 5. Bedingung verlangt den 


2ER : Re 
vor der dritten Wurzel stehenden Faktor, denn mit 7 — 1 wird zunächst 


rei) 
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) 
und weiter — für kleine 2 — gleich een: so daß 
7 ei 
DR 
fi l # 1 f 
AO ne2r a 
EBEN Ei BRrEE 
N ze 
wird. 
Die maximale Kerbziffer ist: 
T, FH 
( — > Mm — en hy. 
zur? 


Der — praktisch unwesentliche — Vergrößerungsfaktor y, der je nach der Schroffheit des Über- 


: t Val 
ganges zwischen 1 und 1,09 variiert, geht aus Gl. (29) hervor, indem man — durch E ersetzt: 


= 


1.092009 en) 


Für die praktische Festigungsrechnung gemügtr es, kurse 
Mittelwert 1,05 zu setzen. 

In Bild 15 ist der Verlauf von y durch eine Kurve dargestellt. Damit läßt sich die Ma - 
ximalspannung-in-einer abgesetzten "Welle machader Tolgenz 


01 5 710 15 20 25 


an 


T 
(7 
Bild 15 


den, einfachen! FPFormelr ber&ietlönen,. diesel eınemiochwertie, 
Näherung zu bezeichnen ist, daihr keinerlei willkürliche Ay. 
nahmen zu Grunde. liegen: 


2Mı / 1 ; z Al 
r »—=y / 1 Kg Fee Be — 1  — — — Ser, 5 > . . . . 45 . 
Tnaz Y zur3 | ! N 2 YI 5 7 ( ) 


Es ist daher auch von vornherein zu erwarten, daß ihre numerischen Werte mit denen, die 
Willers auf graphischem und Jacobsen?) auf experimentellem Wege — dieser auf 
Grund einer elektrischen Analogie zum Torsionsproblem — erhalten haben, in bester Überein- 
stimmung stehen müssen. Über ihre Genauigkeit läßt sich schon vor dem Vergleich mit diesen 
Werten auf Grund der vorausgegangenen Ausführungen so viel aussagen, daß sie um so größer 
sein muß, je weniger sich die Halbmesser R und r der beiden Zylinder voneinander unterschei- 


den und je kleiner bei beliebigem Verhältnis SL wird, d.h. je schroffer der Übergang er- 


R 
folgt. Der Vergleich mit den graphischen und den experimentellen Ergebnissen dient daher 
hauptsächlich dazu, den Genauigkeitsgrad der Formel in bezug auf die Variation des Halb- 
messerverhältnisses 5 zu beurteilen. 
In der folgenden Tabelle V ist dieser Vergleich durchgeführt. Dabei ist zu berücksich- 
tigen, daß der systematische Fehler der Messungen von Jacobsen bis zu 5% und der auf 
Zufälligkeiten zurückzuführende Fehler ca. 2%, beträgt. Den "Werten von Willers 


»)L.S. Jacobsen, ‚Torsional-Stress Concentrations in Shafts of Cirkular Cross-Section and Variable 
Diameter“. Trans. Am. Soc. Mech. Eng. vol. 47, p. 619 (1925). 


a a a in Ze da u 
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haften dagegen solche Versuchsfehler nicht an, so daß sie sehr genauen Meßwerten gleichzu- 
setzen sind, deren Genauigkeitsgrad nur abhängig ist von demjenigen, mit dem die Zeichnung 
ausgeführt wurde. Die zweite Dezimalstelle der Werte von Willers ist als unsicher zu be- 
trachten. 


Tabelle V 
k — ‚man 
ET 
me 
E23 1,2 1,3 1,333 183. [115 2.0 
Y 
& 0,10 | 0,0667 | 0,10 | 0,25 | 0,20 | 0,15 | 0,10 | 0,05 [0,143 | 0,10 | 0.333 | 0,10 


1,55 1,72 1,65 | 1,29 | 1,36 | 1,48 | 1,67 | 2,05 | 1,52 1,76 | 1.29 | 1,81 


155 | 1,72 | 1,66 | 1,35 | 1,42 | 1,52 | 1,69 | 2,07 | 1,60 | 1,82 | 1,42 | 2,02 


IMS 
nach Willers 


kmaz 
nach Formel (45) 


22 1,2 1,33 1,5 

= 

5 0,20| 0,10 | 0,05 , 0,01 | 0,10 | 0,05 | 0,02 | 0,01 | 0,10 | 0,08 | 0,04 | 0,02. 
- 

Kmaz 1,33 | 1,55 | 1,84 | 2,96 | 1,66 | 2,00%)| 2,68 | 3,35 | 1,712)| 1,80 | 2,20 | 2,80 


nach Jacobsen 


kmas 9 
nach Formel (45) 1320017550 01,857 1.2:97% 121569 2.2:077 0.272,30. 3:359 131,622 10.75,95710239212795 


1)2,05nach Willers 2)1,76nach Willers 
Aus der Tabelle V geht hervor, daß die Erwartungen bezüglich der Genauigkeit der For- 
mel Gl. (45) durch den Vergleich bestätigt werden. Innerhalb des für die Praxis wichtigsten 
Bereichs 1< —< 1,5 ist die Übereinstimmung meist ausgezeichnet zu nennen, wenn man 
r „ 


bedenkt, daß es sich hier um Spannungskonzentrationen handelt und die Messungen von Ja- 
cobsen mit den unvermeidlichen, oben angegebenen Versuchsfehlern behaftet sind. Mit 


wachsendem Halbmesserverhältnis ep gibt die Formel zunehmend etwas zu große Werte, die 
bei & — 2 die wirklichen im Mittel etwa um 10% übersteigen. Für > 2fehlen Vergleichs- 
werte. ImExtremfall— = o (Zylinder auf unendlichem Halbraum) liefert die Formel 
für - — Bi > 2,97. Da die von Willers für dieses Verhältnis angegebene, extra- 


polierte Kurve dem Grenzwert — 1,9 zustrebt, so läßt sich die Abweichung der Formel (45) in 
diesem extremen, praktisch uninteressanten Fall auf etwa +20 bis 25% schätzen. Im Ma- 


R 2 : 
schinenbau gilt eine Welle mit — = 1,5 schon als stark abgesetzt, und größere Werte dieses 
r : 


Verhältnisses haben nur noch geringe praktische Bedeutung, da sie nur in seltenen Fällen zur 
Ausführung kommen. 

An Hand der Kurven von Jacobsen findet sich auch das aus Formel (45) hervor- 
gehende Gesetz bestätigt, wonach Ta, für kleine Werte von 2 eine Funktion des Produkts 
Y 


der beiden Veränderlichen — und — allein ist. Hiernach müßten alle diejenigen abgesetzten 
@ 


R 
Wellen, für die das Produkt = FAR denselben Wert besitzt, die gleiche Festigkeit aufweisen, 
so daß es als das Kriterium für die Festigkeit angesehen werden kann. In der Tabelle VI sind 
für drei beliebig herausgegriffene Werte dieses Produkts die den Kurven von Jacobsen 
entnommenen Werte zusammengestellt, die diese Gesetzmäßigkeit gut bestätigen. Dabei ist zu 


ie E 2 
berücksichtigen, daß der systematische Versuchsfehler bei mi, 1,09 wesentlich größer ge- 
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wesen sein dürfte als bei den anderen von Jacobsen untersuchten Halbmesserverhältnissen, 


R A fi re MOB 
dader Willers-Wert für — TEEN e — 0,1 mehr als 10 % größer ist als der von TERRA 


Tabelle VI 


rd % ( PA 
R: — 1 const 
Bo n) 


ne 5 7 10 
.. eo Ba 
R 1,09 | 1,20 | 1,33 | 1,09 | 1,20 | 1,33 | 1,09 | 1,20 | 1,33 | 1,50 
Ef a VE I if 
2 60,6 | 30 |:20 |.85 | 42 | 28 | 12) 8607|) 40 | 20 
4 
l 
Kmaz 1,97 | 2,05 | 2,00 | 2,17 | 2,25 | 2,24 | 2,36 | 2,60 | 2,50 | 2,40 
nach Jacobsen 2 2 Be ee | ER URBEEN 
kmaz 7231 ! 230 | 220 | 2,56 | 2,55 | 2,54 | 2,53 
nach Formel (45) | >10 | »08 | 3,07 | 331 | 2, 


IV. Die Welle mit beliebig tiefer Eindrehung (Bild 16) 
Mit r— R—tals Halbmesser der Welle an der schwächsten Stelle wird wegen k, = us 
die Maximalspannung: 


2M 1 /fr alt 
er a — El AuNBBBer en a. 


Bild 16 Bild 17 


Für t= o (Halbkreisrille, Bild 17) wird: 


DM 1 ı1/[r\2 2M „| 

mit 1. mu = u 
es 

Die Welle mit halbkreisförmiger Eindrehung hat Willers eingehend untersucht. Wie 


aus Tabelle VII hervorgeht, stimmen seine Ergebnisse mit denen der Formel (47) praktisch 
überein. 


Tabelle VII 
ky = kmaz = Tmaz ee 
ar 
R 
= 5 6,66+-- 8 10 | 13,33 | 20 © 
8 ar Kam ker Yen m 
r 0,80 0,85 10,875 | 0,90 | 0,925 | 0,95 | 1,0 
k, nach Willers | 1,57 1,70--1 1.76 13,821. 01,68 1,89 | 2,0 
k, nach Formel (47) | 1,64 1,72 111,771 3.82. 18 1786 1,90 | 23,0 


Für die Formel (46) liegen keine Vergleichswerte vor. 


V. Wellen mit beliebig tiefer rechteckiger Eindrehung oder mit beliebig hohem 
rechteckigen Bund 
Für diese Wellenformen gelten die Formeln (32) und (33), die auch für Rillen von end- 
licher Tiefe anwendbar sind, mit u, nach Gl. (44) unter Beachtung von Gl. (30) und (31). 
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In dem in Bild 18 dargestellten Beispiel für eine tiefe rechteckige Eindrehung mit ab- - 
gerundeten einspringenden Ecken ist z 1,0, en —=0,1 und B=3.20. Aus Gl. (44) ergibt 


sich u, = 1,77 und aus Gl. (31) mit z= 1,95, x, = 0,722, x, = 0,912, so daß nach GI. (32) 
ko = U" %1%, = 2,06 und Aynas = 1,05 2,06 — 2,16 wird. 


Bild 18 Bild 19 


Der Wellenbund nach Bild 19 ist von Willers graphisch untersucht worden, so 
daß ein weiterer Vergleich mit der Rechnung für ein großes Halbmesserverhältnis = möglich 
ist. Da für ihn die Verhältnisse ee 1,6 und & — 0,1 dieselben sind wie in dem Beispiel zu- 


vor, so haben u, %,, %, dieselben Werte und man erhält aus Gl. (33): 
= Br =11,52. 
Kıka 

Berechnet man y aus Gl. (44a), womit man für den relativ schmalen Bund einen etwas zu 
großen Wert erhält, so findet man in Übereinstimmung mit Willers y= 1,05 und damit 
kmaz —= 1,59, während der Wert von Willers 1,53 beträgt. Dieses Ergebnis läßt einen Schluß 
auf die Genauigkeit der Berechnungsweise der Faktoren x, nach Gl. (31) und damit indirekt 
auch des Näherungsansatzes Gl. (5) zu: 

Die Rechnung liefert hier einen um 4% zu hohen Wert für Aa in Übereinstimmung mit 
dem Ergebnis, das für eine abgesetzte Welle mit dem ungefähr gleichen Durchmesserverhält- 
nis R/r =1,5 und demselben Verhältnis o/r= 0,1 erhalten wurde (s. Tabelle V). Die Ab- 
weichung des Rechnungswertes von dem genauen Willers-Wert ist daher auch hier nur 
dem Halbmesserverhältnis R/r, nicht aber den Werten für die Faktoren %,, x, zuzuschreiben, 
denen somit ein beträchtlicher Genauigkeitsgrad zukommen dürfte. 


VI. Das Bildungsgesetz der Kerbziffer und seine Anwendung auf weitere, 
technisch wichtige Wellenformen 
Wird der stärkere Zylinder einer abgesetzten Welle vom ursprünglichen Halbmesser R 
auf den Halbmesser R’< R abgedreht (Bild 20), so sinkt die Kerbziffer im Anfangspunkt A 
des Übergangs von k, — u, auf 
eye a ee a Fe ee 
SB Kimi konn, mie, (48) 


mit u, nach Gl. (44) und up nach derselben Gleichung, in der R durch R’ und i durch { zu er- 


setzen sind. Durch die Verhältniszahl © kommt dann offenbar der entlastende Einfluß zum 
Ko 
Ausdruck, den das abgedrehte Material auf die genannte Kerbziffer ausübt. Da nach Gl. (31) 


oo oo 


= i LER en %, 
— — und entsprechend — — ist, wird — — —. Denkt man sich die Ver- 
is A: und entsprechend uy II; Ä Il 


1 , Ko 1% 
kleinerung von R durch Eindrehen der in Bild 20 mit 1*, 2* usw. bezeichneten Rillen bewerk- 
3 
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-stelligt, deren Tiefe t* = R— R’ und deren Halbmesser 0 gleich dem des Übergangsviertel- 
kreises ist, und setzt man den Einfluß dieser unendlichen Rillenfolge ebenfalls gleich: 


I: so stellt = ot (® <1) 
I % % 


v 


die Einflußzahl der »-ten dieser Rillen für die Kerbziffer im Punkte A dar. Damit wird 
Re ig = Do ee (49). 
1 
Wird nur eine dieser Rillen eingedreht, z. B. die Rille 2*, so verringert sich dadurch die Kerb- 
ziffer im Punkte A von k, = u, auf: 


mot ee Ve Sr 


Eine jede dieser Rillen ‚‚entlastet“ daher die Beanspruchung des Wellenübergangs, und zwar 
um so mehr, je kleiner ihre Indexzahl ist und umgekehrt. Wird i* = R — r gemacht, so wird 


Bild 20 


o* — x, und durch das Eindrehen der unendlichen Rillenfolge entsteht aus der abgesetzten 
Welle das ‚‚Modell‘ der glatten Welle vom Halbmesser r mit der Kerbziffer: 


Kyg = see, = 
im Grunde einer jeden Rille. 
Da uw 21 (eine Kerbziffer, die kleiner als 1 ist, wäre sinnlos), muß {* <tsein. 


Setzt man noch: u, = ug 1] x, nach Gl. (31), wo in bekannter Weise u die Kerbziffer der 
1 


in die Welle vom Halbmesser R allein eingedrehten Rille O und das unendliche Produkt den 
Einfluß der sich an die Übergangsrille O nach rechts hin anschließenden Rillen von der Tiefe 
ty — R— r bedeutet, durch deren Eindrehung das ‚‚Modell‘ des glatten, schwächeren Zylin- 
ders vom Halbmesser r entsteht, so gehen die Ausdrücke für die verschiedenen Kerbziffern 
über in: 


nn oo 


oo oo oo 
= ig In, bei Dt TOM neue aaa 
1 1 1 1 1 


Hieraus läßt sich das Bildungsgesetz der Kerbziffer für irgend eine Rille ablesen und 
die folgende einfache Regel dafür angeben: 


„Die Kerbziffer k, im Grunde irgend einer Rille mit dem Index 0, vom Halbmesser o und 
der Tiefe t, wird erhalten, indem man u$ (Kerbziffer dieser Rille, falls sie allein vorhanden) 
mit dem Produkt der Einflußzahlen sämtlicher anderer vorhandenen Rillen multipliziert. 
Voraussetzung ist, daß die letzteren sämtlich den Halbmesser o besitzen und daß ihre 
Tiefe t kleiner oder höchstens gleich t, ist.‘ 
Im folgenden wird diese Regel, nach der bereits die Kerbziffern Gl. (32) bis (33) und (39) bis (42) 
der dort behandelten Aufgaben, bei denen alle Rillen die gleiche Tiefe hatten, aufgebaut sind, 
. auf einige praktisch bedeutsame Fälle angewandt. 
In Bild 21isteinevon dernormalenabweichende Form des Über- 
gangs einer abgesetzten Welle wiedergegeben, die für das Schleifen des schwächeren Zylin- 


ders Vorteile — freilich auf Kosten der Festigkeit — bietet. Nach der genannten Regel wird 
die Kerbziffer an der schwächsten Stelle der Welle: 


oo oo ’ 
x l 
Ir EN Re * 2 % PLA) 7 
Ne Ir Il Be u I] le = ee 52 
1 1% Un 
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wird R=r (d.h. =0), so wird uo = 1 und daher k, = u, der Normalform entsprechend 
in Bild 21 gestrichelt eingezeichnet). 
Für eine Eindrehung nach Bild 22 wird gemäß der Regel in leicht ersichtlicher 
Weise: 
n—2 


Kae mn ko == us = rar Hn—1 18) DONE et een (53). 


n—1l 
Mit i*—=t, (d.h. @"—x,) geht dieser Ausdruck über in u? I in Übereinstimmung mit 
Gl. (32). 


Bild 21 Bild 22 


Bild 28 j Bild 24 


Im. Maschinen- und Fahrzeugbau interessiert die bisher offene Frage, inwieweit eine in 
einen Wellenbund eingedrehte Entlastungsrille (Bild 23) die gefährliche 
Spannung am Übergang zwischen Welle und Bund herabzusetzen vermag !!). Diese Frage 


R 
werde für den in Bild 23 dargestellten Wellenbund entschieden, für den TE 1,6, m Al 


und damit nach Gl. (44) u, = 1,77 wird. Für den normalen Bund (ohne Entlastungsrille) von 
der Breite B = 3:2 0 liefert die Anwendung der Regel für die Kerbziffer k, am Beginn des Über- 
gangs von der Welle zum Bund: 


je =} 
IT IT 1 
K=us Ay Kr il 3 
BE a Me 
= 1 
so daß wegen: Js, = — 
1 Kto 
a ern m, uch a (54) 
Zar 80 %s 


10) Die numerische Auswertung der Gl. (53) verlangt zunächst die Berechnung von u, und u, nach Gl. (44). 


A 22V m N 
Mit den Ausdrücken für %, und #/ nach Gl. (31) wird: of = 1 een Die Werte von 2 und x’ folgen 
nu 2 P v 3 


Sinz 
nach Gl. (31), aus: —— = wo und —. — = 
11) Auf dieses Problem wurde der ee von Prof. H. Thoma, München, aufmerksam gemacht. 
3* 
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folgt, wie auch unmittelbar aus Gl: (33) mit »n —= 3 hervorgeht. Es liegt im Wesen der Rillen- 
methode begründet, daß sämtliche Rillen den gleichen Halbmesser o erhalten müssen, und daß 
deshalb die Breite B eines Bundes gleich einem ganzzahligen Vielfachen der Rillenbreite 2 0 
sein muß. 

Wird in der Mitte des Bundes eine Entlastungsrille 2* vom Halbmesser o und von zu- 
nächst noch beliebiger Tiefe 15 < teingedreht (Bild 23), so verringert sich k, auf: 


= krof. 


Die optimale Tiefe (tz)opı ist aus der Bedingung zu bestimmen, daß die Maximal- 
spannung an der Übergangsstelle von der Welle zum Bund: 
2M - “ 
(Tomas = Y ' —3 kh=Yy'% 
gerade gleich wird der Spannung 75 im Grunde der Entlastungsrille. Die Kenntnis von 7z 
setzt diejenige der Kerbziffer k, voraus, in welcher der Einfluß der sämtlichen, sich an die 
beiden Seiten des Bundes anschließenden Rillen enthalten ist. Zwecks Anwendung der Regel 
ist eine Umnumerierung der Rillen vorzunehmen derart, daß jetzt die Entlastungsrille zur 
Rille 0 wird, so daß ihre Tiefe tz mit t, zu bezeichnen ist, und die Rillen zu beiden Seiten des 
Bundes, deren Tiefe i gleich der Bundhöhe ist, die Nummern 2*, 3* usf. erhalten (Bild 24). 
Die Voraussetzung für die Anwendbarkeit der Regel: it < t, läßt sich hier jedoch nicht erfüllen, 
da sie im Widerspruch mit der Forderung 75 — y r, steht. Denn selbst für: 


ueeie)=i_ wird: w>yT, 


= oR 0,958 
JY 2 in Y Kal =, 1,05 -0,722 


== 1,26) ; 


Daraus folgt aber, daß jedenfalls (tz)ope <t sein muß, womit die Bundhöhe ? zu einer 
oberen Grenze für tz wird. Eine — dieser oberen nahe benachbarte — untere Grenze läßt sich 
angeben, wenn man für kz den sicher zu großen Wert: 


21 


Dep = & 
2 


2 
ea 


setzt, womit 7g — kp ebenfalls zu groß, d.h. zu ungünstig angenommen wird. Mit 


ak ® 
dieser Näherung ergab die Auflösung der Gleichung 75 = y'T, nach tz durch Probieren den 
sicher zu kleinen Wert: 


= 09%, 


so daß (tm)opı 
t 


zwischen den Grenzen 0,91 und 1 eingeschlossen ist. Wird das genannte Ver- 
hältnis gleich dem Mittelwert — 0,95 gesetzt, so berechnet sich ken zu: 
ku, = 1,48 gegenüber K==/1,59 

für den ungekerbten Bund. 

Die Entlastung der Übergangsstelle durch eine solche Rille beträgt damit für das gewählte 
Beispiel’ea.'7.%. as 

Auf weitere die Praxis interessierende Fälle dr durch Kerbwirkung ge- 

schwächten Welle, wie z. B. die mehrfach abgesetzte Welle, die mittels eines Konus 
abgestufte Welle und die Vielkeilwelle, soll an anderer Stelle eingegangen werden 12) 


) Bei der Durchführung dieser Arbeit, insbesondere bei den numerischen Rechnungen, wurde der Verfasser 


von Dipl.-Ing. H.Kihmund Dipl.-Ing. J. Berger wirksam unterstützt. 


Eingegangen am 1. Dezember 1952. 
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Betrachtungen zur Analyse empirischer Funktionen”) 
Von Otfrid M. J. Mittmann in Göttingen | 


Man kann die einem empirischen Funktionsverlauf innewohnende Systematik klären, ohne vorher eine H ypo- 


Ihese über den Funktionstyp der systematischen Komponente zu machen, wenn man einem Faktum der leben- 
digen Wirklichkeit, der sog. „‚Erhaltungstendenz“‘, Rechnung trägt und den neuartigen Begriff einer stück- 
weisen Systematik zur Hilfe nimmt. Die auffindbare Systematik stellt eine im ganzen betrachteten Argumenli- 
bereich mindestens vorhandene systematische Komponente dar. ö 


Seeking for a systematic component part of an empirical function we need not use any previous hy- 
pothesis on the kind of the function to ewhibit Ihe systematic component part. One must mind the real being 
of the so-called ‚tendency of maintenance‘ and apply the unaccustomed notion of ‚„analytical function 
‚changing piece by piece“. Thus we are enabled to find a sytematical component part that at least ewists 

throughout ihe whole interval researched. 


On peut chercher la systömatique inherente & une fonction empirique, sans faire “une hypothese sur le 
iype de fonction de la parlie composanle sysiömatique auparavant, si l’on tient compte d’un fait de la 
realilE vivante: la nomme£e „‚tendance conservatrice“, ei prend & l’aide la nolion nouvelle d’une syst&malique 
changeant piece par piece. La sysiematique trouvable represente une partie composante tout au moins 
existant dans toute la sphere d’argumentation sous consideration. 


CucremaTuka, IPHCyImaa Kakoh-Nm6O aMIIMpHyuecKoli PYHRIMM, MOikeT ÖbITB BhisicHeHa bes 
IpenBapHTeIbHOH THNOTE3BI O TUNe PYHEUUN; MIA 9TOTO CJIeAyeT yyecTb pealbHbIi dakT Tak 
HasbIBaeMOh „TEeHNEeHUHH COXFaHeHHA“, HCIONBSYA HoBO® TIOHATHe KYCOYHOÜ CHCTEMATHEM. 
Hafigennaa CuCTeMaTyka ABIACTCA CHCTEMATHYECKUM KOMINOHCHTOM, CYINECTBYIOINHM IIO MeHB- 
mei Mepe BO Bceä PaCcMATpHBaeMOH O0NACTH apryMeHTa. 


1. Hat man eine empirische Funktion y(x), von der nichts weiter als ihr empirischer 
Verlauf bekannt ist, und wünscht man die Hypothese zu prüfen, ob diese Funktion mit einer 
bestimmten theoretischen Funktion statistisch vereinbar ist, so steht man der unangenehmen 
Tatsache gegenüber, daß ein theoretisches Streuungsquadrat für die Ordinaten- Unterschiede 
zwischen beiden Funktionen nicht verfügbar ist und daher für eine Beurteilung der Ordinaten- 
Unterschiede auch nicht herangezogen werden kann. Wir können demnach den üblichen. Weg 
einer statistischen Hypothesenprüfung nicht einschlagen. Wir wollen anders vorgehen und 
unter Benutzung der Korrelationen zwischen den Ordinaten zunächst ein Kriterium dafür her- 
leiten, daß eine Beobachtungsserie einen rein zufallsmäßigen Verlauf aufweist. Die gleiche Be- 
trachtung soll anschließend für eine empirische Funktion mit stetigem Argument erfolgen. 

Wir betrachten zunächst eine Zufallsvariable %;, die nach einem ganzzahligen Argument i 
beobachtet wird @=1,2, ..., N). Der Erwartungswert des einzelnen %;, der mit E(y;) be- 
zeichnet werden möge, soll sich mit ? systematisch verändern dürfen, wobei der Durchschnitts- 
wert aller #(y;) gleich Null sei. Nach den Begriffen der Ausgleichsrechnung im Sinne der Me- 
thode der kleinsten Quadrate können wir E(y;) als durchgehend systematische Komponente 
auffassen. Die in %, enthaltene Zufallskomponente sei eine reine Zufallsvariable z,, die von & 
unabhängig sein möge; die 2; mit verschiedenem Argument seien also nicht miteinander korre- 
liert. Bezüglich der mathematischen Verknüpfung der durchgehend systematischen Kompo- 
nente #(y;) und der reinen Zufallsvariablen z, nehmen wir, wie in der Ausgleichsrechnung üb- 
lich, eine additive Zusammensetzung an, so daß y, = E(y;) +;. Das einzelne 2; möge sich aus 
unendlich vielen Teil-Variablen additiv zusammensetzen, auf daß die Verteilung der Zufalls- 
schwankungen von 2; eine Normalverteilung (G a u ß verteilung) ist. 

Bei reiner Zufallsmäßigkeit wäre nun E(y;) = 0 für alle t, und alle Rohkorrelationen 
zwischen den verschiedenen y; wären gleich Null: R(y,, 4;) = 0 für «+7. Falls keine reine Zu- 
fallsmäßigkeit vorläge, wären nicht alle Rohkorrelationen gleich Null. Die Runkon loan 

—m 
R(y;, y;), die praktisch durch ihre empirischen Repräsentanten Z,—= AD Yı Yıtm ZU 
ersetzen sind (wobei m = |? — 7|), müßten nun darauf geprüft werden, ob sie sämtlich mit dem 
Wert Null vereinbar sind. Eine derartige Prüfung erscheint im ersten Augenblick schwierig, 
gestaltet sich aber nach Untersuchung der Korrelationen, die zwischen den verschiedenen 
Z„- Größen bestehen, sehr einfach. 

Unter den genannten Voraussetzungen läßt sich nämlich zeigen, daß die verschiedenen 
Z,, nicht miteinander korreliert sind. Um die Rohkorrelation zwischen einem Z„, und einem Z,, 
zu finden, beachte man, daß die Rohkorrelation zwischen zwei Summen gleich der Summe der 
Rohkorrelationen zwischen je einem Summand der einen Summe und je einem Summand der 
andern Summe ist. Wir benötigen also die Rohkorrelationen der Form R(Y;'Y, Yr' Yyı), wozu 
wiederum der Erwartungswert eines Produktes aus je vier y,-Größen erforderlich ist. Folgen 


*) Vortrag am 15. 11, 52. im geophysikalischen Institut der Universität Göttingen, 
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nun die y;, wie vorausgesetzt, einer mehrdimensionalen Normalverteilung, dann ist der Er- 
wartungswert eines solchen Produktes % ° Y;' Yr'Yı 


E(y-yr ya yı) = R(yo 9) R(y» 9) + Ru, u) Ru m) FR 9) Rlye Yı)- 
Um dies auf kürzestem Wege herzuleiten, geht man von einer vierdimensionalen Normal- 


verteilung aus, in der die allgemeinen Konstanten durch Rohkorrelationen ausgedrückt sind. 


Die erzeugende Funktion der Momente einer solchen Normalverteilung lautet 


jr | 

2 1 

get, ’ io, tz 3 t,) ei 1 

Differenziert man partiell nach den Parametern t,, t,, f, und i, und nimmt die entstehenden 
Ableitungen an der Stelle t, =1, = 1; = t; = 0 ,so bekommt man sofort den oben aufgeführten 


Erwartungswert E(y;'Yj'ya'Yı). Mit seiner Hilfe wird die Rohkorrelation zwischen zwei 
Produkten aus je zwei y;- Größen 


R(y:y Ya yı) = E(yi' Yi Yu" yı) — RW; 9)° R(yr» %ı) 

= R(y.,y) R(y;, yı) + Ri» yo) Rly; » 9) 
Man sieht, die Rohkorrelation zwischen zwei Produkten aus je zwei y;-Größen läßt sich durch 
Produkte von Rohkorrelationen zwischen je zwei %;-Größen ausdrücken. Ist nun der Unter- 
schied zwischen © und 7 gleich m und der Unterschied zwischen k und / gleich n, so tritt für 
m == nin jedem Produkt mindestens eine Rohkorrelation auf, in der zwei y,-Größen mit ver- 
schiedenem Index vorkommen, d.h. eine verschwindende Rohkorrelation. Die Rohkorrelation 
zwischen Z, und Z, wird hiernach R(Z„,Z,) = 0 für m-+n, und das Streuungsquadrat (die 
‚„‚Selbstkorrelation‘‘) von Z,, wird 


in L, L, 


R*(y,y) 0 

% 7 = ers 7 rs 0 

(2m) N—m N—m' 

Da die Z,, ebenso wie die %;, einer Normalverteilung folgen, wird die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß die normierten Variablen 


Z, 2: Zx—ı 


aA ren 
bestimmte Werte annehmen, dann einfach gleich 


1 30 robei FIR 22 
ee 0-2 — m) Zi. 


Die erzeugende Funktion der auf den Punkt Null bezogenen Momente von Q lautet Z (e'%) — 
(1 —t)=@9=D, Die Verteilung von @ ist die Pearsonsche Verteilung. Speziell ist 
der Erwartungswert E(9)= N — 1, und das Streuungsquadrat ist 0°(Q) = 2(N —1). 

Bei Zugrundelegung einer Beobachtungsserie, die doppelt so lang wie die soeben betrach- 


lete ist, können wir es so einrichten, daß alle Z,, dasselbe Streuungsquadrat haben. Wählen 
wir nämlich 


RE 
Im = 2, YıYitm ‘ & wer . nr 5 . 5 . B " (1) 
i=1 
. + Em ) Z? 
dann ist das Streuungsquadrat von Z,, einheitlich VAN Ö (Yo %) 2 Die Wahrschein- 
N N 
‘ Er . Z Z. Z 
lichkeit, daß die normierten Variablen — , —2 N pesti 
n s(Z,)’ s(Z,) ze bestimmte Werte annehmen, 
ist en ec arobe 
Yan)" 
N 
DE een 
0 mi 


EL een ao der auf den Punkt Null bezogenen Momente von Q lautet hier 
e®) = (1— 1)". Speziell ist der Erwartungswert E(0)—= N, und das St 
ee g (0) | reuungsquadrat 
2. Entsprechende Betrachtungen wie bei einer Variablen mit ganzzahligem Argument 
vermögen wir bei einer Variablen y(x) durchzuführen, deren Werte sich nach einem steti- 
gen Argument # ändern und im Bereich von «= 0Obis #— 2a vorliegen sollen. Sonst möge 


BA on 


der Erwartungswert Aion 
.. das Streuungsquadrat a (ON > se 


= Nach (8) und (4) können wir die Klassenanzahl X derart-bestimmen, daß Q noch mit der 

_ Hypothese: reiner Zufallsmäßigkeit vereinbar ist. Wie in der Mathematischen Statistik üblich, 
AR # wollen wir eine solche Vereinbarkeit dann als gegeben ansehen, wenn Q von seinem Erwartungs- 
wert E(Q@) um höchstens das ß-fache seiner quadratischen Streuung abweicht (Gewöhnlich 
benutzt man einen Wert $< 3), d.h. wenn 


Q —-E(@)I<PB-o(Q) oder 


KR? . 
£ Ina_ılenex. 


Der gewünschte K-Wert ergibt sich hiernach aus der ecbung Zi | Z3dA—K=BY2K. Bei = 


Verwendung der Abkürzungen J=K? und S= / Zidi en air zur kubischen Gleichung 


22 z& - p 
b er N 2. 2 ap Fa ae re ee a a 
3 woraus wir, da die Gleichung kein Glied mit J? enthält, die Lösung leicht auch explizit angeben 


können }). 
Es läßt sich demnach stets ein X finden,-für welches Q@ noch mit der Hypothese reiner 
- Zufallsmäßigkeit vereinbar ist; für K-Werte, die größer als der gefundene sind (d.h. für eine 
feinere Klasseneinteilung), besteht keine Vereinbarkeit mehr. Von einem rein zufallsmäßigen 
2 Funktionsverlauf könnte aber nur dann die Rede sein, wenn die Hypothese reiner Zufalls- 
E, mäßigkeit von Q auch für unbeschränkt großes K (beliebig feine Klasseneinteilung) statthaft 
: wäre. Aus Formel (5) ist ersichtlich, daß die durch J gegebene Klassenanzahl X dann und nur 
dann gegen © gehen könnte, wenn Z3/S gegen © ginge oder, anders gesehen, wenn S/Z5 gegen 
E- Null streben würde. 
Es ist leicht einzusehen, daß dies für inlegrierbare Funktionen unmöglich ist. Den 
Beweis führen wir indirekt. Unter der Annahme der Integrierbarkeit von y(x) existiert ein 
Flächeninhalt zwischen der y-Kurve und der x-Achse, und es wäre Z,=0, der triviale Fall 
y(x) =0 ausgeschlossen. Also müßte, wenn für K > tatsächlich = —0(0 sein sollte, in 
, & 0 
der Grenze das Integral S = [2 d} verschwinden; es müßte Z, = 0 für alle A sein, somit auch 


Be 
für —= 0, wasin Widerspruch zu Z,+ 0 stünde. 


3. Da sich unter der Voraussetzung normal verteilter Zufallsschwankungen also heraus- 
stellt, daß ein rein zufallsmäßiger Funktionsverlauf nur bei Nicht-Integrierbarkeit der Funktion 
möglich wäre, und da wir die Integrierbarkeit jeder empirischen Funktion als selbstverständ- 
lich voraussetzen, muß die Grundvorstellung von der Zusammensetzbarkeit einer empirischen 
Funktion aus einer reinen Zufallsvariablen und einer durchgehend systematischen Komponente 
als zu eng gefaßt angesehen werden. Wir müssen von der Vorstellung abrücken, daß ein Wirken 
des Zufalls normalerweise an unendlich vielen Stellen des betrachteten Argumentbereichs 
realisierbar ist. Wir müssen im allgemeinen eine positive Korrelation zwischen benachbarten 
Funktionswerten, eine ‚„‚Erhaltungstendenz‘, annehmen. Wirersetzen also die Wirksamkeit 
einer reinen Zufallsvariablen durch die umfassendere Vorstellung, daß die empirische Funktion 
stückweise systematisch verläuft. 


1) Vgl.M ittmann, O., Zur Beurteilung empirischer Funktionen. Z. angew. Math. Mech, 1952, H. 8/9. 


Mittmann, Betrachtungen 


_ Die Vorstellung, daß eine Funktion stückweise 
“ daß die Systematik stückweise konstant bleibt und si 


der Begriffe Zufall und Willkür. Zu dieser stückweisen Systematik, die mit dem Be „Zu 
fallskomponente“ verbunden ist, kann im allgemeinen natürlich noch eine durchgehende yster Di - 
j matik hinzukommen, d.h. die eigentliche systematische Komponente über den ganzen betrach- 

teten Argumentbereich. Wir nehmen, wie in der Ausgleichsrechnung üblich, auch hier wieder 

eine additive Verknüpfung der Zufallskomponente und der durchgehend systematischen Kom- 

ponente an. Um die Methoden der Ausgleichs- und Näherungsrechnung A) weitmöglichst auch 

für eine Analyse im Sinne dieser Ausführungen dienstbar zu machen, wollen wir die übliche 4 
Darstellung eines systematischen Verlaufs mit Hilfe von Funktionen eines vollständigen Funk- 
tionensystems beibehalten, und zwar sowohl im Hinblick auf die durchgehende wie auch auf 
die stückweise Systematik. 

4. Die Methoden der Näherungsrechnung erlauben die Entwicklung einer empirischen 

Funktion y(x) nach den Funktionen irgendeines frei gewählten vollständigen Funktionen- 
systems 9,(%) derart, daß die empirische Funktion y(x) in der Form 


OLD Om) 


approximiert und mit wachsendem o beliebig gut angenähert wird. Hierbei wird durch die 
Koeffizienten a, sowohl die stückweise wie auch die durchgehende Systematik festgelegt. 
Konstanz sämtlicher Koeffizienten a, auf einem Stück von &-Werten bedeutet Konstanz der 
Systematik auf diesem Stück. Änderung irgendwelcher Koeffizienten beim Übergang von 
einem Argumentstück zum nächstfolgenden bedeutet Änderung der Systematik. 

Die additive Zusammensetzung von y(x) aus einer Zufallskomponente 7 und einer durch- 
gehend systematischen Komponente % vermögen wir so darzustellen, daß wir y=y+y 
zerlegen in die durch stückweise Systematik realisierbare Zufallskomponente Y(2)= & 4,9, (2) 


v 
und in die eigentliche systematische Komponente %(&) = a, 9,(#), die durch den ganzen 


betrachteten Argumentbereich hindurchgeht, wobei die Koeffizienten @, diejenigen Bestand- 
teile der a, sind, die als im ganzen Bereich vorhanden angesehen werden dürfen, während die 
@, die restlichen Bestandteile der a, sind. Die folgenden Frörterungen mögen verdeutlichen, 
was unter einem im ganzen Bereich vorhandenen Bestandteil von a, verstanden werden soll. 

5. Die Koeffizienten a, hängen im allgemeinen vom Bereich der zugrundegelegten 
Argumentwerte ab. Nur in dem Sonderfall, daß y(&) überhaupt keine Zufallskomponente 
besitzt, besteht Unabhängigkeit vom zugrundegelegten Bereich, d.h. die Koeffizienten weisen 
dann bei Auswahl jedes beliebigen Teil-Bereichs gar keine Veränderung auf. Im Allgemeinfall, 
in dem mindestens eine Zufallsstelle im betrachteten Bereich enthalten ist (wobei ‚Zufall‘ 
auch Willkür sein darf), weisen die Koeffizienten bei Zugrundelegung von Teilbereichen eine 
entsprechende Varianz, eine Streuung auf. Um dies einzusehen, brauchen wir nur die aus der 
Ausgleichs- und Näherungsrechnung bekannten ‚‚Normalgleichungen‘“ heranzuziehen. 

Für einen Bereich z,...%,, in dem y=gsei und die Koeffizienten mit a, bezeichnet 
werden mögen, lautet das Normalgleichungssystem im Matrizen-Kalkül geschrieben: 


a x ©: 2, = 32, %,g 


mit 
T% T, 1 
& [ [vd [pda ie 9% Ba 
WW To I e) 
= . “ — 7 T, ins >> : 
a D G;,, %, y Yı% da PRZ dx ... und Bau 219 Ss 9 da 


“re le ie ee ale n im ale re. a ae. Ye, aaa age 


Aus den Normalgleichungen lassen sich die a, berechnen, so daß wir 9= 2 a,p, erhalten. 


a *) S. beispielsweise Willers, Fr. A., Methoden der praktischen Analysis, Bd. 12 von Göschens Lehr- 
bücherei (Walter de Gruyter, 1950) oder auch Baule, B., Ausgleichs- und Näherungsrechnung, Bd. 2 von „Die 
Mathematik des Naturforschers und Ingenieurs‘“ (Hirzel, Leipzig 1943), 


a ideen 


woraus man = a, 9, bekommt. 
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In einem benachbarten Bereich &,... 2, sei y eine andere Funktion. Es sei dort also 
y = g’, und die Koeffizienten mögen mit a, sowie deren Vektor mit a’ bezeichnet werden. Die 
Koeffizienten sind hier entsprechend gegeben durch 


dr n.g a EN EEE (7), 


Wenn nun a’ = a, dann ist offensichtlich g’=g. Aber auch die Umkehrung gilt. "Wenn 
nämlich ’=g, dann ist ’ = a, p, , also 


a: ©;,, Eon Sn, 39’ * 
Dies gibt in Verbindung mit (7) 
(a >” a)‘ ©,,, u: 
wo vo ein Vektor mit verschwindenden Komponenten ist. Die Lösung lautet somit, wie be- 


'hauptet, a’ = a. Andere Lösungen als diese sog. triviale Lösung existieren nicht, da sonst die 


Determinante |©.,,.,| verschwinden müßte, was jedoch nicht möglich ist, da das durch (7) 


gegebene inhomogene Gleichungssystem dieselbe Determinante besitzt und bei verschwinden- 


der Determinante keine Lösung hätte. 

Aus dem Gesagten ersieht man: Die Koeffizienten sind dann und nur dann vom Teil- 
bereich unabhängig, wenn die empirische Funktion lediglich eine durchgehende Systematik, 
aber keine stückweise Systematik zu eigen hat. Die Unabhängigkeit der Koeffi- 
zreuten vom leılbereich bedeutet ein Kriterium für Leine dguuch. 
gehende Systematik. Voraussetzung für eine Brauchbarkeit des Kriteriums ist es 


natürlich, daß y(x) durch die Reihe 3 «a, p, dargestellt und durch die abgebrochene Reihe 
0 


approximiert wird; die Entwicklung muß konvergent sein, wie das z. B. bei Verwendung der 
zonalen Kugelfunktionen (Legendresche Polynome) der Fall ist. 


Zwei Funktionen-Beispiele mögen die Wichtigkeit der Voraussetzung unterstreichen, eine Funktion mit 
reiner durchgehender Systematik, die nicht an allen Stellen des betrachteten Argumentbereichs in eine Ta ylor- 
Reihe entwickelbar ist, und eine Funktion mit stückweiser Systematik, die an allen Stellen des betrachteten Be- 
reichs beliebig oft differenzierbar ist. 

1 


Ist z. B. y(xz) = e 2 in einem Bereich von x = %, bis 2 = — x, so liegt in dem betrachteten Bereich reine 
durchgehende Systematik vor. Die Funktion ist im Punkte x = 0 nicht in eine Ta ylor-Reihe entwickelbar, 
sonst überall; sie hat, funktionentheoretisch gesprochen, an der Stelle x = 0 eine Singularität. Mit Hilfe der Nor- 
malgleichungen ist die Funktion durch eine Reihe I'a, (x — x*)» approximierbar, auch für ©&*—=0. Mit steigender 


v 
Gliederzahl steigt die Güte der Approximation. und die Koeffizienten streben dabei gegen die entsprechenden 
Koeffizienten der Ta ylor-Entwicklung. Bei Einsetzung der Koeffizienten-Grenzwerte in Ia, (0 — x*)r stellt 
v 


die abgebrochene Reihe eine Approximation von y(x) dar, sofern «* +0. Für »* = 0 jedoch haben sämtliche 
Koeffizienten den Grenzwert Null, und bei Einsetzung der Koeffizienten-Grenzwerte in z& Ay &y stellt die abge- 


brochene Reihe keine Approximation von y(x) dar. In allen Fällen, sowohl für 2* #0 wie auch für «* = 0, be- 
steht dabei Unabhängigkeit der Koeffizienten-Grenzwerte von der Größe des Bereichs &,'' — 2, und auch von 
jedem andern denkbaren Bereich. Im Falle x* = 0, in dem die abgebrochene Reihe bei Einsetzung der Koeffi- 
zienten-Grenzwerte keine Approximation von y(x) darstellt, darf man aus der Unabhängigkeit der Koeffizienten- 
Grenzwerte vom Teilbereich aber nicht auf das Bestehen reiner durchgehender Systematik schließen, obwohl das 
hier zu keinem falschen Ergebnis führen würde. Hierzu sei ein zweites Beispiel angefügt. 

1 


Ist y(x) = 0 für »< O0 und y(x) = e a" für x > 0, so liegt eine Funktion mit stückweiser Systematik vor. 

Die Funktion ist in keine Ta ylorreihe entwickelbar. Mit Hilfe der Normalgleichungen ist die Funktion durch 

eine Reihe Ya, (x — x*)» approximierbar, auch für «* = 0. Die Koeffizienten-Grenzwerte sind hier vom Teilbe- 
v 


reich abhängig, ausgenommen für x* = 0, wo sämtliche Koeffizienten-Grenzwerte unabhängig vom zugrundege- 
legten Teilbereich verschwinden. Ein Rückschluß auf reine durchgehende Systematik ist nicht möglich. Auch für 
x* = 0 ist ein solcher Rückschluß nicht statthaft, denn im Falle x* = 0 stellt die abgebrochene Reihe bei Ein- 
setzung der Koeffizienten-Grenzwerte keine Approximation von y(«) dar. 

6. Es fragt sich nun, wie man die Streuung, die Varianz eines Koeffizienten 
finden kann, die seine Abhängigkeit vom Teilbereich zum Ausdruck bringt. Während 
die Streuung der Ordinate einer empirischen Funktion ohne viel Mühe feststellbar ist, 
kann die Streuung eines durch die Normalgleichungen bestimmbaren Entwicklungkoeffi- 
zienten empirisch nicht ohne weiteres für den ganzen betrachteten Bereich gefunden wer- 


den. Es ist nur möglich, die Streuung des betreffenden Koeffizienten im Hinblick auf 


einen Teilbereich empirisch zu bestimmen. Bezeichnen wir den Anfangspunkt des ganzen 
Bereichs mit x, und den Endpunkt mit xy, so können wir den ganzen Bereich in Ä, 
IN a0» : : ß 2 2. 
N 0 einteilen und die Streuung des betreffenden Koeffi- 


2 


Teilbereiche der Länge L, = 


"ei Te 


zienten bestimmen, die sich ergibt, wenn der Koeffizient in jedem dieser Teilbereiche berechnet 
wird. Wir wollen die auftretende Varianz als quadratische Streuung messen und mit oz, 
bezeichnen. Ebenso können wir die Streuung des betreffenden Koeffizienten im Hinblick auf 
un —% ä i h 
einen schmaleren Teilbereich der Länge /, = Fe bestimmen; diese Streuung Sei 07. 
2 * . ” * 
Allgemein können wir die Streuung des betreffenden Koeffizienten im Hinblick auf eine andere 
2 bestimmen; eine solche Streuung sei allgemein o7,. Die 
Werte LyDrl.e: . können wir als Abszissen und die Streuungen o7,, 02,, OL,» » -- als zu- 
gehörige Ordinaten einer Funktion auffassen, die wie jede andere empirische Funktion nach 
der Methodik der Ausgleichsrechnung ausgeglichen werden kann, sofern eine Forderung über 
den Typ der Ausgleichsfunktion zu stellen ist. Unter Berücksichtigung des „‚Fehlerfortpflan- 
zungsgesetzes“ haben wir hier von der Ausgleichskurve zu verlangen, daß sie einen ähnlichen 


Verlauf wie die Funktion n(£) = en aufweist®). Mit Hilfe der gewonnenen Ausgleichskurve 
& 


Teilbereichslänge ZL, = 


vermögen wir für jeden L-Wert die zugehörige Ordinate zu berechnen, insbesondere @E;. 
die Streuung des betreffenden Koeffizienten im Hinblick auf den ganzen Bereich Z, = u — Kg. 
Die Berechnung von oz, bedeutet eine. Extrapolation unter Zwischenschaltung einer Aus- 
gleichskurve. 


7. Es läßt sich vermuten, daß der vorstehend beschriebene Schluß nicht für Koeffizienten j ed es frei 
gewählten Funktionensystems getätigt werden kann, sondern daß das gewählte Funktionensystem sich mit der 
Eigenart dieses Schlusses vertragen muß. Hierzu überdenken wir kurz folgendes. Um die Streuung oL, eines 


Koeffizienten a, empirisch zu bestimmen, ist es nötig, den Koeffizienten in vielen verschiedenen Teilbereichen der 
Länge L; zu berechnen. Zur Auffindung der empirischen Streuung 07, müssen die für die verschiedenen Teilbe- 


reiche berechneten Werte des Koeffizienten natürlich auf denselben Abszissen-Nullpunkt bezogen werden. Das- 
selbe gilt, wenn man die Streuung 07, eines andern Koeffizienten ausfindig machen will. Die ganze Reihen-Ent- 


wicklung von y, die in einem Teilbereich gefunden wird, muß auf denselben Nullpunkt bezogen werden wie die in 
einem andern Teilbereich gefundene Reihen-Entwicklung von y. Dies wird, falls man ein orthogonales Funktionen- 
system benutzt, nicht der Fallsein. Es müssen dann also Koordinaten-Verschiebungen durchführbar sein. 

Auch die schließlich gewünschte Streuung oz, von a, mußin demselben Maßstab ausgedrückt werden wie 
OL: Alle Streuungen a, müssen in demselben Maßstab ausgedrückt werden, was bei Benutzung eines orthogonalen 


Funktionensystems auch nicht der Fall ist. Es müssen dann also noch Koordinaten-Dehnungen durchführbar sein. 
Zusammenfassend gesagt, müssen alle Reihen-Entwicklungen, die für verschieden gelegene und verschieden 
breite Teilbereiche gefunden werden, vermöge der Transformation X= u &+ v inein und demselben Maßstab aus- 
drückbar sein. Eine derartige Transformation ist z. B. ohne weiteres möglich, falls das gewählte Funktionen- 
system ein vollständiges System von Polynomen ist. Nicht möglich dagezen ist eine solche Transformation z.B. 
falls man als Funktionensystem die bei Fourierreihen gebräuchlichen t:igonometrischen Funktionen wählt. 

8. Nunmehr wollen wir uns damit befassen, was als durchgehend systematischer Be- 
standteil eines Koeffizienten betrachtet werden darf. Nach Bestimmung der Streuung o7, von 
a, ist es leicht möglich, a, in zwei Bestandteile zu zerlegen, einen Bestandteil, der sich im 
betrachteten Argumentbereich ändert (Zufallskomponente), und einen Bestandteil, der.im 
ganzen Argumentbereich vorhanden ist (durchgehend systematische Komponente). Unter der 
Voraussetzung, daß die auftretende Varianz praktisch innerhalb des ß-fachen Streuungs-Inter- 
valls erfolgt, dürfen wir denjenigen Bestandteil von «,, der im ß-fachen Streuungs-Intervall 
liegt, als Zufallskomponente von «a, ansehen. Als durchgehend systematischer Bestandteil von 
«, wäre dann der Rest des Koeffizienten anzusprechen. Ist der Koeffizient, absolut genommen, 
kleiner als seine ß-fache Streuung, so wäre er nach dem Gesagten als reines Zufalls-Element zu 
betrachten; eine durchgehend systematische Komponente besitzt er in diesem Fall nicht. 

Nachdem auf diese Weise jeder Koeffizient a,, soweit er für ausreichende Approximation 
von 4(&) berechnet werden muß, in einen Zufallsbestandteil @, und einen durchgehend syste- 
matischen Bestandteil «@, zerlegt ist, dürfen wir die Summe y = N @, o, als einen empirischen 

v 


tepräsentanten der Zufallskomponente ansehen und die Summe Y = N a, o, als entsprechen- 
v 


den empirischen Repräsentanten der durchgehend systematischen Komponente. Die Art der 
Repräsentation ist allerdings eine andere als z. B. in dem Verhältnis zwischen relativer Häufig- 
keit und Wahrscheinlichkeit. Da das ß-fache Streuungs-Intervall nicht allein für die Zerlegung 
eines einzigen a,, sondern für die Zerlegung mehrerer Koeffizienten «, derselben Funktion Y 
verwendet wird, stellt der obige Repräsentant der durchgehend systematischen Komponente 
einen Mindest -Ausdruck dieser Komponente dar. Dies ist sofort klar, wenn man bedenkt: 
Denselben Ausdruck würde man unter der Voraussetzung erhalten, daß zwischen den ver- 
schiedenen a, die denkbar stärkste positive Zufallskorrelation bestünde, also unter einer Vor- 


®) Näheres bei Mittmann, O.M.J., Empirische Funktionen, eine Brücke zum Zufallsbegriff (Er- 
scheint demnächst). 


B wu ’ x > 
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aussetzung, die wohl nie zutreffen wird. (Im allgemeinen besteht eine schwächere Zufalls- 
korrelation, und die statistische Beurteilung müßte dann eigentlich nicht mit dem ß-fachen 
Streuungs-Intervall, sondern mit einem diesem Intervall äquivalenten, kleineren Streuungs- 
Intervall erfolgen.) 

A im übrigen beachte man, daß die durchgehend systematische Komponente im Sinne 
dieser Ausführungen nicht gleichbedeutend mit der Ausgleichsfunktion der Methode der klein- 
sten Quadrate ist. Sie ist vielmehr ein Bestandteil der Ausgleichsfunktion in dem’ Grenzfall, 
daß die Zahl o der Summanden a, o, gegen geht. 

sh Einige Aufmerksamkeit ist auch noch der am Rande unserer Betrachtungen liegenden Möglichkeit zu 
schenken, daß die empirische Funktion nur wenige Koeffizienten-Sprungstellen aufweist. Dann kann möglicher- 
weise |a,] > ß - 07, (@) sein, und dennoch wäre dem betreffenden a,-Wert keine hohe reale Bedeutung für die 
durchgehende Systematik beizumessen, wenn die Streuung o7, (d,) selbst eine beachtliche Streuung besitzt. Es 
ist also erforderlich, das Augenmerk auch auf die Streuung der Koeffizienten-Streuung zu richten. Diese ist leicht 
auf dieselbe Weise wie die Koeffizienten-Streuungen 0/7, (@,) zu gewinnen. 

. „ Wir brauchen nur die für die Gewinnung einer Streuung o7, (4) berechnete Ausgleichskurve heranzuziehen. 
Die dort zur Ausgleichung dienenden Ordinaten oz, streuen um die Ausgleichskurve herum, und die absolut genom- 
menen Unterschiede zwischen den unausgeglichenen Ordinaten oz und den entsprechenden Ordinaten der Aus- 
gleichskurve können in derselben Art wie die o7, ausgeglichen werden, um die gewünschte Streuung der Streuung 
von ad, zu bekommen. Die Ausgleichung ist hier mit einer Forderung zu verbinden, die durch die Formel über den 
„Fehler des Fehlers‘ gegeben ist. Wir verlangen von der Ausgleichskurve der absolut genommenen Unterschiede, 


daß sie einen ähnlichen Verlauf wie die Funktion n(£&) = nn aufweist. 


10. Sollen zwei empirische Funktionen, eine Funktion yj (x) und eine Funktion yıı (x) miteinander ver- 
glichen werden, so vermögen wir die Frage zu untersuchen, ob yj (2) und yıı (x) zwei Funktionen sind, die unter 
Beachtung der auftretenden Zufallsschwankungen als systematisch verschieden gelten dürfen. Mittels der 
beschriebenen Koeffizienten-Varianz-Methode kann die Differenz y(a=)yı (2)— Yır(2) daraufhin analysiert werden, 
welche mindestens vorhandene durchgehend systematische Komponente sie besitzt. Die gestellte Frage ist natür- 
lich schon mit dem Nachweis darüber entschieden, daß eine solehe Komponente überhaupt da ist. 

Einen Nachweis dafür, daß zwei empirische Funktionen miteinander statistisch vereinbar sind (keine 
systematischen Verschiedenheiten zeigen), kann man nach dem Gesagten nicht führen. Da lediglich eine min- 
destens vorhandene durchgehend systematische Komponente nachweisbar ist, kann man bei Nicht-Gelingen eines 
en Nachweises nur sagen, daß sich gegen die statistische Vereinbarkeit beider Funktionen kein Widerspruch 
zeigt. 

Der besprochene Vergleich zweier Funktionen ist selbstverständlich auch durchführbar, wenn es sich 
u ee eine Funktion yı (x) und eine auf der x-Achse verschobene Funktion yır(® 4 d) miteinander zu 
vergleichen. 

11. Vermutet man, daß die durchgehend systematische Komponente der empirischen Funktion y (2) 
einen periodischen Verlauf mit einer bestimmten Periode aufweist, so kann man mit Hilfe der Koeffizienten- 
Varianz-Methode untersuchen, ob unter Veraussetzung der vermuteten Periodizität noch eine andere durch- 
gehend systematische Komponente nachweisbar ist oder ob die Hypothese der betreffenden Periodenlänge wider- 


spruchslos bleibt. Kriterium für- Vorhandensein einer Periode der Länge P oder RZ (n positiv und ganzzahlig) ist 
a-+P 

die Konstanz des Integrals Y(a)= f y(x) dx. Es ist also nötig, die Funktion Y(&) nach der Koeffizienten- 
& 


Varianz-Methode zu analysieren. 

Besondere Erwähnung verdient der Fall einer empirischen Funktion, bei der eine großzahlig häufige Wieder- 
kehr der angenommenen Periodenlänge im untersuchten Argumentbereich erfolgt. In diesem Fall ist es möglich, 
die Koeffizienten-Varianz-Methode sogar unter Zugrundelegung eines Funktionensystems anzuwenden, das im 
allgemeinen für diese Methode unbrauchbar ist, nämlich unter Zugrundelegung der in einer Fourierreihe 
77 0 
= + 5 a,cosvx + b, sinvxz benutzten trigonometrischen Funktionen. Da man die dann heranzuziehende 

vi 

„harmonische Analyse‘‘ in jedem der angenommenen Perioden-Abschnitte vorzunehmen vermag, erhält man 
ohne weiteres den empirischen Streuungsbereich jedes Koeffizienten-Paares a,, b,. Man beachte, daß hier ein 
zweidimensionales Funktionensystem vorliegt *). Als mindestens vorhandene durchgehend systematische Kom- 
ponente bekommt man, sofern eine solche nachweisbar ist, natürlich eine Funktion mit der angenommenen Perio- 
denlänge P. Der Nachweis einer mindestens vorhandenen durchgehend systematischen Komponente bedeutet 
hier auch den Nachweis der angenommenen Periodenlänge. Das gegenteilige Ergebnis bedeutet Widerspruchs- 
losigkeit gegenüber der Hypothese, daß die durchgehend systematische Komponente nicht eine periodische Funk- 
tion der angenommenen Periodenlänge oder gar keine periodische Funktion ist. 

12. Zum Schluß sei der Blick noch einmal darauf gelenkt, daß die beschriebene Koeffi- 
zienten-Varianz-Methode nur eine mindestens vorhandene durchgehend systematische 
Komponente zu finden gestattet, was vielleicht zunächst als wesentlicher Mangel erschienen 
mag. Demgegenüber sei darauf hingewiesen, daß es gar keinen Zweck hätte, etwa auch eine 
höchstens vorhandene durchgehend systematische Komponente ausfindig machen zu 
wollen, umso die Hypothese einer ‚wahren‘ durchgehend systematischen Komponente durch 
eine untere und eine obere Schranke zu flankieren. Denn was sich bei Benutzung eines be- 
stimmten Funktionensystems g, als höchstens vorhandene durchgehend systematische Kom- 
ponente herausstellte, könnte vielleicht bei Verwendung eines andern Funktionensystems nur 
eine mindestens vorhandene Komponente sein; dasselbe könnte sich bei Verwendung irgend- 
einer andern Varianz-Methodik ereignen. 

4) Vgl. Bartels, J., Gesetz und Zufall in der Geophysik, Die Naturwissensch. 1943, 31. Jg., H. 37/38. 
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Über die asymptotische Entwicklung der Hankelschen 
Funktionen für große positive Werte der Veränderlichen 
| und des Zeigers 


Von J. Lensein München 

Es werden zwei Verfahren angegeben, mit denen man die Schwierigkeiten vermeiden kann, die bei der Ver- 
wendung der Sattelpunktsmethode zur asymptotischen Entwicklung der Hank elschen Funktionen H&(x) und 
H(2)(x) in dem Fall auftreten, wo x und v gleichzeitig so über alle Schranken wachsen, daß ihr Verhältnis z/v 
gleich einer positiven Konstanten < List. Dabei wird auf eine Beweislücke in dem Verfahren von Weyrich 
hingewiesen. 

Two methods are treated to avoid Ihe difficulties employing the melhod of steepest descents lo Ihe asymptotic 
expansion of Hankel’s functions H()(x) and H(?%(x), when x and v tend to infinity, while Ihe fraction zjv 
remains equal to a positive constant < 1. Alack in Weyrich’s proof is indicated. 

Deu. methodes sont traitees pour eviter les difficultes qui se prösentent en appliquant la methode de La place 
au developpement asymptotique des fonctions d’ Hankel H@) (a) et H(2)(x) dans le cas, ou x et v tendent simul- 
lanement vers l’infinie tandis que la fraction x/v reste &gale a une constante positive< 1. Unelacune est indiquee 
qui se trouve dans la demonstration de M. W eyrich. 

Ip acumnrornyeckom pasnomrenun dyukuni Xaukens H() (x) u Hl (x) 1o Merony cem.IoBEIx 


TOYeK BO3HUKAT 3ATPYAHEHUA, KOTNA x H v OMHOBPEMEHHO CTPEMATCH K ÖeCKOHEYHOCTH, TAK, 
YTO HX OTHOMEHHE «/v PABHO HEKOTOPOÜ TIOJIOKHTEIBHOH IHOCTOAHHOH < 1. TH sarpyaHeHun 
MO3KHO H3ÖC3KATB, HONB3YACB AByMA CIIOCOÖaMH, pa3pa60TaHHBIMH B HACTOAINeH CTATbEe. YKa3bI- 
BACTCA, B CBA3U C 3TUM, Ha IIPODe.L B AOKABATENBCTBE Merona Beüpnxa. £ 


$ 1. Integraldarstellung von Sommerfeld 


Um asymptotische Formeln für die Besselschen und Hankelschen Funktionen zu 
erhalten, wenn gleichzeitig Veränderliche und Zeiger große positive Werte annehmen, benützt 
P. Debyet) das Sattelpunktsverfahren. Er geht von der Sommerfeldschen Integral- 
darstellung ?) dieser Funktionen aus. Darnach 
hat man z.B. für die Hankelsche Funktion 
H;'’ (x) bei positivem & und v 


H,® (x) -1[ eibr—zsin:) dr... (1), 


wobei das Integral über den in Bild 1 gezeich- 

neten Weg der 7-Ebene zu erstrecken ist, der aus 

dem Unendlichen des in der oberen Halbebene 

gelegenen schraffierten Streifens ins Unendliche 

des schraffierten Streifens der unteren Halb- 

ebene führt, sich aber nicht den Berandungen 

dieser Streifen asymptotisch nähert. Weil und » 

gleichzeitig große positive Werte annehmen 

$ sollen, setzen wir 

Dzay nee 2 

wobei @ eine feste positive Zahl ist, und berech- 

nen AV (x) für große positive v. Wir wollen den 
Fall «< 1 näher ins Auge fassen, können also 


1 

er IR > 

voraussetzen. (1) nimmt damit die Gestalt an 

1 

ERIe, -- | OEL Ag 1 

(%) a dr (4), 
wobei f(r) durch 

Je)=i@—asin?) ....6) 


oder mit den Zerlegungen T=E + Im Ey 
% + vv durch 


u cos&E &inn sin&Cojn 
ER Cola N» v=8— Erz ee == (6) 


gegeben ist. 


!)P.Debye, Math. Ann. Bd. 67 (1909), 8. 535—558 oder G. N. Watson,A. Treati 
| 5 d. 67 AS, N. ‚A. Treat the Th 
Bess e l Functions. Cambridge University Press 1922 (im folgenden mit W. bezeichnet), S. 935.252. DEE 
®)A.Sommerfeld,Math. Ann, Bd. 47 (1896), S. 327—357 oder W, S. 178, 
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$ 2. Sattelpunktsverfahren 


Das Sattelpunktsverfahren besteht nun bekanntlich darin, daß man den Integrationsweg 
gemäß dem Cauch yschen Satz so abändert, daß der neue Weg über einen Punkt r, führt, 
von dem aus der Betrag des Integranden, somit in unserem Fall der reelle Teil « von f(r) auf 
dem Wege nach beiden Seiten möglichst rasch abfällt. Diese Punkte sind Sattelpunkte der 
Fläche, die man erhält, wenn man « als Funktion von & und n betrachtet. Sie sind gegeben 
durch 

lol reden = Tor -Akrm(k ganze Zahl r2 ermne 


der neue Weg durch die Forderung, daß der imaginäre Teil von f(r) konstant ist, also durch 
die Kurven v = const. 


Wir entscheiden uns für den Sattelpunkt 7, = — at, haben demnach für die durch ihn 
gehende Kurve v —= const nach (6) die Gleichung 
sin&@ofn 
a ee N Ve N lo 
i Coi «a N 2) 


Diese Kurve ist für -_n <&s +nin Bild 2 gezeichnet. Sie besteht aus den beiden Kurven- 
bogen und der n-Achse, ist in bezug auf beide Achsen symmetrisch und hat die Geraden 


Bild Bild 8 


E=-nzu Asymptoten. Als Integrationsweg kommt der in Bild 3 stark gezeichnete Teil in 
: u dv 
Frage. Die Kurve ist nach (8) durch v=0 gegeben, somit ist auf ihr Fr 0 (s=-Bogen), 


. dv 
Au >0,. weil flr)= = +V Z; 


hiernach mit Ausnahme der Sattelpunkte auf der Kurve er ST 

gemäß (7) nur in den Sattelpunkten verschwindet. Wenn wir daher den Weg in der Pfeilrich- 

tung durchlaufen, wächst auf ihm u gemäß (6) zuerst von — oo bis — %, wobei u, durch 
W=a— Ta een! 33829) 


bestimmt ist. Dieser Wert wird im Sattelpunkt + aierreicht. Bewegen wir uns weiler bis zum 
unteren Sattelpunkt — «ti, so wächst u ebenfalls weiter von — %, bis + v, und nimmt dann 
beim Überschreiten dieses Sattelpunktes wieder bis — ®ab. 
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$ 3. Abschätzung von Watson 


Um das Integral über den neuen Weg zu berechnen, kann man nach G.N. Watson?) 


so vorgehen: Wir führen statt 7 die neue Veränderliche w durch die Gleichung 
v= fu) fe) odr v=WwW—- u— ET N ee 


ein, so daß dem Sattelpunkt z, = — at. der r-Ebene der Nullpunkt der w-Ebene und dem Inte- 
grationsweg v — 0 die doppelt überdeckte positive reelle Achse der w-Ebene entspricht. Wir 
entwickeln w um den Punkt z,in eine Potenzreihe. Es ergibt sich mit Rücksicht auf (5) und (7) 


TE en AT Eee a ET A 


wobei 


Fl), Sn ee a 
ist. Durch Reihenumkehrung folgt 
a A + a, wil2 4 GW -E a, wel + uw bt ee er, (13). 
Wir erhalten also zwei Funktionszweige 7, und z,, je nachdem wir uns für das obere oder untere 
Vorzeichen in (13) entscheiden. . 

Durchläuft 7 den Weg von Bild 3 aus dem Unendlichen der oberen Halbebene bis zum 
Sattelpunkt — xt, so bewegt sich wgemäß den Betrachtungen von $ 2 auf der reellen Achse der 
w-Ebene von + »bis 0. Setzt dann 7 seinen Weg in der r-Ebene fort, so kehrt » um und 
durchläuft die positive reelle Achse noch einmal, aber in umgekehrter Richtung von 0 bis+ x. 
Wählen wir also das Zeichen der Quadratwurzel in (13) so, daß der Winkel von «a, gleich wird 
dem Winkel, den der mit dem richtigen Durchlaufungsinn versehene Integrationsweg im Sattel- 
punkt z, mit der positiven reellen Achse der 7-Ebene bildet, so entspricht der Zweig 7, dem 
unterhalb von z, gelegenen Teil des Weges, der Zweig 7, dem oberhalb von r, liegenden Teil. 
Für das Integral in (4) erhält man damit gemäß (10) 


oo 


; id de 
Bor: rin | ee (Ga BE Ei; 
| e De a Pr dw (14). 
Wir führen nun zur Abkürzung 
LE Rn 
g(W) = EN — Ei een m ee To. 5 (15) 
ein. Aus (13) folgt die Entwicklung 
& A 
dw) = wirt Ibw ? ne Se ee EL 
n—=0 


Die Summe konvergiert für 0 < |w| <ö, wobei ö eine entsprechend kleine positive Zahl be- 
deutet. 
Wir wollen diese Entwicklung nach k Gliedern abbrechen und den Rest mit R(w) be- 
zeichnen. Es ist also 
1 


n : k—2 n+> 
R(w) = glw) — wm I bw) Fe 
n=0 
Aus (16) folgt für R(w) die Abschätzung 


N 
|R(w)|< e lw|* Be ee a a 
sobald O< |w|< 6 ist, wobei c eine feste positive Zahl ist, die von d und k, aber nicht von » 
abhängt. 
Aus (5) und (10) hat man 
be 1 0 
dw. Sim. Ieoacosee 
Daraus ersehen wir, daß dz/dw beschränkt bleibt, wenn sich r auf den fürdie Sommerfel d- 
sche Integraldarstellung in Betracht kommenden Wegen ins Unendliche entfernt. Schließen 


wir die Sattelpunkte durch entsprechend kleine Kreise vom Halbmesser o aus, so ist auf den 
übrigen Teilen dieser Integrationswege sicher 


. (19). 


dt 
<< Kell ads je aeg eu to 20 5 


®)G.N. Watson, Proc. London Math. Soc., Serie 2, Bd. 17 (1918), S. 133 oder W. S. 236. 
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wobei K und ß passende feste positive Zahlen sind, die von o, aber nicht von v abhängen. Zufolge 
(17) gilt eine solche Abschätzung auch für R(w), denn sie ist nach (15) für g(w) und für die 
übrigen Glieder in den genannten Bereichen von selbst in Kraft. K und ß hängen dann auch 
von kah. 
Fassen wir (14), (15) und (17) zusammen, so ergibt sich 
>} k—2 +} id: co 
Jet® dt — er) la } eu w 12 dw Eu Be Haie dw iü R(w) et dw. . (2 
Damit hätten wir die gewünschte asymptotische Entwicklung, wenn wir das letzte Integral mit 
Hilfe von (20) abschätzen könnten, denn die übrigen Integrale lassen sich leicht durch die 


Gammafunktion darstellen. Nun ist 


FR) eu re e’® dw + | R(w) EN DU ERREER (227: 
6 0) 5 


Das erste der beiden Integrale der rechten Seite dieser Gleichung können wir mit Hilfe von (18) 
abschätzen, beim zweiten müßten wir (20) anwenden. Das geht aber nicht, denn der Integra- 
tionsweg läuft noch über den zweiten Sattelpunkt + x? und diesen haben wir ja ausdrücklich 
durch einen kleinen Kreis vom Halbmesser o bei der Abschätzung (20) ausgeschlossen. Für 
azZ1 und die Besselsche Funktion J,(x) tritt diese Schwierigkeit nicht ein, darum be- 
handelt Watsonin seinem Buch über Besse1sche Funktionen (W. S. 235—252) nur diese 
Fälle, bringt dagegen keine asymptotische Entwicklung der Hankelschen Funktionen für 
a<t. 


$ 4. Verallgemeinerung des Verfahrens von Watson für die asymptotische Entwicklung 


Es läßt sich aber das Verfahren von Watson mit einer kleinen Änderung auch auf 
diesen Fall anwenden. Wir verbiegen einfach den Integrationsweg in der Nähe des zweiten 
Sattelpunktes + ar so, daß er außerhalb des Kreises vom Halbmesser o verläuft, und behalten 
uns vor, ihm noch eine passende Gestalt zu geben. Dabei ändert sich [ e/®dr nach dem 
Cauchy schen Satz nicht, da e’’® im Endlichen überall regulär ist. Damit erleidet nun auch 
der Integrationsweg in der w-Ebene, die positive reelle Achse, eine Ausbuchtung um den 
Punkt 2,, der gemäß (10) und $2 dem Punkte + ai entspricht. Wir wollen also jetzt unter 
den von O bis  erstreckten Integralen in (21) Integrale verstehen, die längs der mit dieser 
Ausbuchtung versehenen positiven reellen Achse der w-Ebene erstreckt sind (Bild 4). Dadurch 
erhält aber rückwirkend der Integrationsweg in der r-Ebene noch unterhalb des Sattelpunktes 


-— at eine Ausbuchtung. Denn jr& dw entspricht in der r-Ebene dem Integral, das 


oo 


at d 
über den unterhalb — a: liegenden Teil des Weges erstreckt ist, | en du demInte- 


gral, das über den oberhalb liegenden Teil erstreckt ist. Auch durch diese neue Ausbuchtung 
wird der Wert des Integrals (21)nach dem Cauch y schen Satz nicht geändert. 


EZ — S 


0 ET f f 


Bild 4 Bild 5 


Über die noch willkürliche Gestalt des in der Nähe von + «« abgeänderten Integrations- 
weges verfügen wir nun so, daß in der w-Ebene ein kleiner Kreisbogen von der Höhe A und der 
Sehne 21 entsteht (Bild 5). Die Sehne soll in der reellen Achse der w-Ebene liegen, ihr Mittel- 
punkt sei der dem Sattelpunkt -- a? entsprechende Punkt 2,. Der Öffnungswinkel des Kreis- 
bogens sei dann ist . — Y2 — 1 und die Steigung des Kreisbogens übertrifft dem Betrage 
nach niemals 1. Das Verhältnis der Bogendifferentiale von Kreisbogen und Sehne in Punkten, 
die senkrecht übereinander liegen, ist infolgedessen dem Betrage nach </2. Ferner können 
wir durch passende Wahl von Z und öerreichen, daß der linke Endpunkt der Sehne rechts vom 
Punkt ö der reellen Achse liegt und h< ist. 
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Nun wollen wir die Integrale von (21) berechnen. Bei . 
co 1 
Jerun'? dw (n=—1,0,1,2, ...) 
0 


können wir die Ausbuchtung nach dem Cauch yschen Satz wieder rückgängig machen, weil 
der Integrand in dem in Betracht kommenden Bereich regulär ist, d.h. wir können längs der 
reellen Achse integrieren. »w = t liefert dann 


oo oo 


{ | er 
Jerru"* 2: —=» Br [ ui rt & T(n a 3) ee 
2 ö Ö 


Ferner folgt aus (18) 


ö ö 

j R 1 
| R(w) eredu <c era dw < e | a Na EN r(k + = (24). 
0 ö 0 


Im letzten Integral von (22) müssen wir aber über die ausgebuchtete reelle Achse integrieren. 
Bedeutet t den reellen Teil von w und s den vom Nullpunkt an gezählten Bogen auf dem Inte- 


Mi sn 
0 | 


f 


a ee 


t 


Bild 6 


grationsweg, so gilt auf dem ganzen Weg zufolge der von uns gewählten Gestalt und Größe der 
Ausbuchtung (Bild 6) 


w<ty2, @<y2 ee rer 
infolgedessen wegen der für R(w) auf dem Weg geltenden Abschätzung (20) 


| R(w) e’® dw = i |R(w)| e”’ds<K [ oA dt 
: i 2 ö erg) 
<Ky2 | rer 
; v—ßy2 
Gemäß (24) und (26) ist also die Ordnung des Restgliedes in der Entwicklung (21) ee, für 


genügend große v. Mit Benützung des Lan dauschen Symbols O können wir daher nach (4), 
(21) und (23) schreiben 


k 


r(n+5)4+0(»" u) ....(07). 


Berechnen wir noch a, nach (11) bis (13), indem wir das Zeichen der Quadratwurzel gemäß der 
Übereinkunft von $3 wählen, so erhalten wir 


1 il ka2 
H® (&) — _ erf) I y1l2 Ds) no > b„ v 
75 2 Nn=0 


una 
n— 3 


Beet. 
RE. $ (28 
: a re 
nn mit Hilfe von (9) und (10), wenn wir die Entwicklung mit dem ersten Glied ab- 
rechen, 


nt ur 
HR (a) -| Va} O0 TEN 0 


Vertauscht man in dieser Formel # mit —i, so bekommt man bekanntlich die Han kelsche 
Funktion 49 (x). 


$ 5. Vorschlag von Weyrich 
kin Not ich ?) schlägt in seinem Buch über Zylinderfunktionen einen anderen Weg 
vor, um die in $3 behandelte Schwierigkeit zu beheben. Er integriert in der w-Ebene nicht 


BR. *)R.Weyrich, Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen. Leipzig und Berlin 1937, B. G. Teubner 
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über die positive reelle Achse, sondern über eine vom Nullpunkt ins Unendliche führende Ge- 
rade, die mit dieser Achse einen spitzen Winkel einschließt. Als entsprechenden Weg in der 
t-Ebene findet er eine Kurve, die sich in den für die Sommerfeldsche Integraldarstellung 
geforderten schraffierten Streifen in Bild 1 ins Unendliche erstreckt. Das ist nur teilweise 
richtig, es kann der Fall sein, muß aber nicht. 


Um dies zu zeigen, und das ist neben der Ausdehnung des Verfahrens von Watsonin 

$ 4 der Hauptzweck dieser Note, untersuchen wir die durch die Gleichung (10) bewirkte kon- 

_forme Abbildung der 7-Ebene auf die w-Ebene. Die Verzweigungspunkte dieser Abbildung sind 

gemäß (19) die den Sattelpunkten +05 +2 km entsprechenden Punkte 2u, — 2 kr i bzw. 
2 


— 2krider w-Ebene. Sie sind von der ersten Ordnung, weil in ihnen a = Tga von null 


verschieden ist. ug 
Aus Bild 7 und 8 kann man die konforme Abbildung ablesen. Bild 7 zeigt die r-Ebene, 
Bild 8 die w-Ebene, die Verzweigungspunkte sind durch kleine Kreise gekennzeichnet. Be- 
reiche, die in den beiden Ebenen gleich schraffiert sind, werden aufeinander abgebildet. Es 
U 


Mt ojE | 
\\ \ 
a ERV > Tl an: 
Me Sal a 5 
IN Y, U SeBas: 
aid N A | et 


Bild 7 


ist leicht zu sehen, wie sich die Abbildung links und rechts in Bild 7 bzw. oben und unten in 
Bild 8 fortsetzt. Der &-Achse und der r-Ebene entspricht die Gerade u —= u, der w-Ebene. Den 
durch die Sattelpunkte gehenden Kurven der 7-Ebene entsprechen die in der w-Ebene ge- 
zeichneten Schlitze. An jedem solchen Schlitz hängt, einem Verzeigungspunkt erster Ordnung 
entsprechend angeheftet, ein ganzes Exemplar der w-Ebene, das aber selbst sonst keinen 
Schlitz mehr trägt. Diesen Blättern der w-Ebene entsprechen in der 7-Ebene die nicht schraf- 
fierten Gebiete, die von den durch die betreffenden Sattelpunkte gehenden Kurven begrenzt 
sind. Zieht man in dem Blatt, das an dem im Nullpunkt endigenden Schlitze hängt, durch die 
Punkte + ri, uy+ Ari Parallele zur u-Achse, so erhält man als Bilder in der 7-Ebene Kurven, 
von denen eine in Bild 7 gestrichelt gezeichnet ist. 

Die von Weyrich als Integrationsweg vorgeschlagene Gerade ist in Bild 8 strich- 
punktiert gezeichnet. Sie trifft den im Punkte 2%,+ 2 xt endigenden Schlitz und tritt daher 
bei ihm in das andere Blatt ein, das diesem Schlitz angeheftet ist. Der obere Teil dieser Geraden 
ist daher schwach strichpunktiert. Das Bild in der r-Ebene ist die strichpunktierte bzw. schwach 
gezeichnete Kurve in Bild7, vom Sattelpunkt — ai nach oben. Dem Teil der strichpunktierten 
Kurve vom Sattelpunkt — ai nach unten entspricht ebenfalls die strichpunktierte Gerade, 
aber jetzt in dem Blatt der w-Ebene, das an dem im Nullpunkt endigenden Schlitz hängt. Die 

4 
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strichpunktierte Kurve entspricht den Anforderungen der Sommerfeldschen Integral- 
darstellung, sie verläuft in den richtigen Streifen ins Unendliche. 

Wenn aber «, sehr groß ist, so trifft die strichpunktierte Gerade nicht den durch den 
Punkt 24, + 2 gehenden Schlitz, sondern erst den zu 2%+ 2 krıi gehörigen, wobei k eine 
entsprechend große positive Zahl ist. Das Bild in der 7-Ebene trifft erst die durch ai — 2kz 
gehende Kurve und tritt dort in den nicht schraffierten Bereich ein, also weit links vom Null- 
punkt. Der unterhalb von — at gelegene Teil bleibt derselbe wie früher. Diese Kurve kann 
man aber nicht ohne. weiteres für die Integraldarstellung brauchen. Denn wollte man. die 
strichpunktierte Kurve oben so weit nach links verbiegen, so würde man dabei im Unendlichen 


Bereiche überstreichen, in denen der Integrand nicht mehr exponentiell verschwindet, sondern 


exponentiell unendlich wird, könnte also den Cauc h yschen Satz nicht anwenden. 


$ 6. Erweiterung des Verfahrens von Weyrich 


u, kann nun tatsächlich sehr groß werden. Denn wählt man a hinreichend klein, so wird & 
nach (3) und damit «, nach (9) so groß als man will. Es nützt natürlich nichts, wenn man eine 
(Gerade nimmt, die unter 
> einemkleineren Winkelgegen 
= die reelle Achse geneigt ist, 


DT + Zus 7 auch nicht, wenn er noch so 
+ Zmi urn all nd klein ist. Denn für genü- 


“ I N gend großes «, tritt der eben 

besprochene Fall immer ein. 

Wählt man aber z.B. die 

N N punktierte Kurve®)in Bild 8, 

N N so entspricht ihr, doppelt 

i 7 ‘ überdeckt, die punktierte 
Kurve in Bild 7, die als Inte- 

grationsweg zulässigist. Wie 

bei der Ausbuchtung in $4 

D < wird man dafür sorgen, daß 


jedem Punkt der positiven 
RN reellen Achsegenau ein senk- 
recht darüber liegender 
Punkt der Kurve entspricht 
und daß der Betrag ihrer 
Steigung nie 1 überschreitet. 
en nen ne 


Dann hat man auch hier die 
Ungleichungen (25). Im Inte- 
gral (23) kann man wieder 
über die reelle Achse inte- 
grieren. Denn man darf die 


© 


© ® 
er IR EA punktierte Kurve nach dem 
Zmi UsZi ZU, Zmi CGauchvyschen Satze in 
Bild 8 die reelle Achse zurückbie- 


gen, weil dabei der Inte- 
an im Unendlichen exponentiell verschwindet und außerdem im Nullpunkt integrier- 
Jar bleibt. 
Bedeutet P den Schnittpunkt der punktierten Kurve mit einem um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreis vom Halbmesser ö, so hat man für das über die punktierte Kurve erstreckte 
Integral (22) 


oo 1% ) 
N R(w) e% dw = R(w) e®dw+ | R(w)emedw. . . 2... (80). 
P 


Im ersten Integral der rechten Seite kann man die Abschätzung (18) anwenden und erhält mit 
(25) und (23) 


72 pP. k u nr elle 00, a 
| [R(w) em"dw|<ce fe |w| ds< ey2-(Y 5)" ne 7 [ ö dl a a r(t+ = 
0 0 0 2 
(>). 


5) Unter punktierter Kurve ist im folgenden i iejeni i j i 
s genden immer diejenige gemeint Ich ? 
Striche abwechselnd mit drei Punkten gezeichnet ist. ae ea 


n 


, hr. 1954 Lense, Über die asymptotische Entwickl. der Hankelschen Funktionen 51 


Für das zweite Integral in (30) ergibt sich die Abschätzung (26), nur hat man ö durch die Ab- 
szisse des Punktes P zu ersetzen. Damit kann man die Rechnung genau so wie in $4 zu Ende 
führen. Für den Gedankengang der Abschätzung unterscheidet sich die punktierte Kurve 
nicht wesentlich von der ausgebuchteten reellen Achse. 


8 7. Begründung des Verfahrens von Weyrieh 
Wir wollen noch untersuchen, welche Funktion entsteht, wenn man die von Weyrich 
vorgeschlagene Gerade in der w-Ebene als Integrationsweg wählt. Nehmen wir an, % sei so 


T 


\ 
! 
} 
- 
| 
| 
| 
| 
H 
| 


Bild 11 
/ 
/ 
/ 
I 
/ 
/ 
/ P; 
1 f 
/ = 
/ Ze 
/ © + 
/ 2 4 
/ 27 2 
/ 22 4 
@ ‘” 
2 EEE L 
4 
Zuot2kri 0 
Bild 10 Bild 12 


sroß, daß, wie in $5 ausgeführt ist, die entsprechende Kurve in den zu aa —2kn gehörigen 
nichtschraffierten Streifen eintritt, wobei k eine bestimmte positive ganze Zahl > 1 ist (Bild 9). 


. IT < ” 
Für großen verläuft die Kurve zwischen den beiden Geraden &= — (2k— 1) und I=7 —2kı. 


4* 
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Letztere ist keine Asymptote der Kurve. Denn das Bild dieser Geraden ist nach (10) und (6) 
durch 


(Con % ) 
Be 2 EIRERTE N) 2 VE 

w tl „+2 7 } ( ) 
gegeben, wobei 7>n, für den im nichtschraffierten Bereich liegenden Teil der Geraden ist (in 
Bild 9 gestrichelt). Als Bild erhält man somit die in Bild 10 gestrichelte Kurve, während die 
schwach strichpunktierte Gerade, wie wir’schon in $5 gesehen haben, das Bild der schwach 


N P17 
strichpunktierten Kurve von Bild 9 ist. Ähnlich erhält man für den Teil der Geraden &E = 55: 
der in dem nichtschraffierten Bereich in Bild 11 verläuft, als Bildkurve = 


0 w+ tler 3) it, 


also die voll gezeichnete Kurve in Bild 12, während die strichpunktierte Gerade das Bild der 
strichpunktierten Kurve ist. Die Gerade ist hiernach keine: Asymptote der strichpunktierten 
Kurve. 

Das Bild der von We yrich vorgeschlagenen Geraden verläuft infolgedessen bei unserer 
Annahme über «,in der oberen Halbebene in einem Streifen ins Unendliche, der von den beiden 
Geraden & = = —2ka und &E = = — (2k — 1)7% begrenzt ist, ohne sich den Berandungen 
dieses Streifens asymptotisch zu nähern, in der unteren Halbebene dagegen ebenso in dem von 


den beiden Geraden € — ae begrenzten Streifen, hat also die Gestalt der in Bild 13 gezeich- 


NE 


Bild 13 


neten Kurve. Da der Integrand in diesen Streifen im Unendlichen exponentiell verschwindet 


kann man als Integrationsweg nach dem Cauchyschen Satz st . 
punktierten Weg wählen. 5 2 statt der Kurve den strich- 


Diesen aber kann man durch den punktierten (siehe Fuß > ic 
die entgegengesetzt durchlaufenen Bestandteile ne Er Be Rate Br 
punktierten Wegen, die nur in der oberen Halbebene liegen, und dem letzten punktierten, vo 
oben nach unten verlaufenden Weg. Dieser liefert z H (x) gemäß (4). Die anderen en 
aus dem punktierten Weg C in Bild 14 durch Parallelverschiebung um — 2 mx, wobei 


Ka a a a 
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———————— 


BE a 1 
1<m<k—list. Nun ist aber 3% | e/®drdieSommerfeldsche Integraldarstellung für 
C 


die Besselsche Funktion J,(z) (W. S. 176): 


1 
Ma=z | « a (34). 
Führt man in diesem Integral die Veränderliche ? = r 2 mr ein, so erhält man 
ezmavi Lee. } 
Ze RE ENT RE (35), 
2 } C—2mn 
erstreckt über die um — 2 mx parallel verschobene Kurve C, oder 
T : f R 
= | ei 7—z sin ?) dt =2e2mari GR (=) N TEE (36). 


Bild 14 


Für das über die Kurve in Bild 13 erstreckte Integral ergibt sich demnach 
1 k—1 
= erl) de = HN en a (a ma Re TE 
m=1 


Nun ist aber für alle genügend großen » unter den Annahmen (2) und (3) nach Debye 
(W. S. 243) 


1 
10-5; HO(WER)| ee... 2.2... (88). 


Weil auf dem Integrationsweg, der Kurve von Bild 13, für das Restglied die Abschätzung (20) 
in Kraft ist, erhält man wie in $4 oder $ 6 die linke Seite derGleichung (37) gleich der rechten 
Seite von Gl. (27). Da aber die von H{®(x) verschiedenen Glieder der rechten Seite von (37) 
gemäß Formel (38) für alle genügend großen v» exponentiell verschwinden, also von niedrigerer 
Ordnung als die linke Seite von (37) sind, bleibt auf der rechten Seite von (37) nur das erste 
Glied stehen, d.h. es ergibt sich wieder Formel (27). Der von We yrich vorgeschlagene 
Integrationsweg liefert also die richtige asymptotische Formel für 4," (x), auch wenn er nicht 
zu dem in der Sommerfeldschen Integraldarstellung vorgeschriebenen Wege führt, 
Dieser Beweis fehlt bei Weyrich. 


Eingegangen am 12. Dezember 1952, 


Er Te, ee PN iu; 


Se 
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Schmierfilm bei Walzen mit Verformung ”) 
Von C. Weber in Pullach bei München und K. Saalfeld in Braunschweig 


„Ein alter Wunschtraum‘“ 


Die Schmierfilmbildung zwischen Walzen bei Berücksichtigung der Verformung wird für konstante Zähig- 
keit n, und für das Zähigkeitsgesetz n = no ePP rechnerisch untersucht. Die Ergebnisse werden in Diagrammen 
zusammengestellt. Die Frage des Reibungsbeiwertes wird besonders behandelt. Ungelöst bleibt das Gebiet mit 
nur geringen Abweichungen von der Hertzschen Verformung. ae 


For the two cases „ = ng = const and n = noeßP, the formation of the lubricating film beiween rolls is 
treatednumerically,whereby thedeformation of therolls is taken into account. T’heresults are recorded in diagrams. 
The case of Ihe coefficient of friction is treated separately. The question of small deviations from the deformation 
ofthe Hertz iype remains unsolved. 


La formation du filme lubrifiant entre deux cylindres, avec consideration de la deformation, est ewa- 
minee pour la tenacite constante n, et pour la loi de lemacite n = ngeß? du point de vue numerique. Les resultats 
sont assembles en diagrammes. La question du coefficient de friction est traitde sp£cialement. Le probl&me 
des deviations seulement peu considerables de la deformation du type H er tz reste irr&solu. 


O6pasoBaHHe ILIeHKU CMASKH MEe3KIy BAsIHKAMM IIPH yueTe MePOpMauum YHCITEeHHO HECJIe- 
ayerca Ha cıyyal IOCTOAHHOH BASKOCTH 7, H 34KOHa 7 —n9ePP. PesyıBTaTkI Pe3oMupyIOTcH 
B auarpamMax. Bonpoc koshbuumenra Tpeuna Tparryerca 0cobo. HepemsHHof ocTasTeH 
OÖNACTb C IHM HEÖONIBIIHMM OTKIOHCHHAMH OT MehopMannn T'eprıa. 


A. Problem und auftretende Größen 

Zwischen zwei Walzen befindet sich ein enger Spalt. In Richtung des Spaltes ist die z-Ko- 
ordinate gelegt mit dem Anfangspunkte auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der Walzen 
ohne Verformung. Da der Spalt sehr eng ist, wird die Begrenzung des Spaltes durch Parabeln 
ersetzt. Zwischen den Walzen befindet sich der Ölfilm. Durch die Umlaufbewegung der Walzen 
bildet sich im Ölfilm der hydrodynamische Druck, der sich von & —= — »bis & = z, erstreckt. 
Für größere Werte von — x wird der Druck gleich Null. Durch den Druck verformen sich die 
Walzen, so daß die Form des Spaltes sich ändert. 

Unsere erste Aufgabe ist es, die bekannten Gleichungen für die Druckbildung und für die 
Verformung aufzustellen. Die veränderlichen Größen sind durch bequemere dimensionslose 
Größen zu ersetzen. Für die Lösung der Gleichungen zwischen diesen neuen Größen ist ein 
Rechenverfahren anzugeben. Die Ergebnisse sind zum Schluß in Diagrammen darzustellen, so 
daß sie für die praktische Anwendung verwertet werden können. 

Die physikalischen Größen und eingeführten dimensionslosen Größen sind nachfolgend 
zusammengestellt, damit der Leser sie bequem nachsehen kann. Die Bezeichnungen der physi- 
kalischen Größen sind im Wesentlichen die auch sonst in der Literatur üblichen. 


Bezeichnungen: 


Indizes: 
Index 1 gilt für die erste Walze, 

Index 2 gilt für die zweite Walze, 

Index e gilt für den Endpunkt des Schmierdruckes, 

Index m gilt für die Stelle des maximalen Schmierdruckes. 


Phwisikalische. Größen: 
% Koordinaten in Richtung des Spaltes 
%n Stelle des maximalen Schmierdruckes 
% Endpunkt des Schmierdruckes 
#/&, dimensionslose Größe 
Länge der Walzen 
1,17, Halbmesser der Walzen ohne Verformung 


1 S 
Bm Krümmungen der Walzen 
1 2 
1 1 1l ; 
oT ae AR resultierende Krümmung 


1 2 


*) Seit Jahren habe ich die Untersuchung des Schmierfilms zwischen Walz j ücksichti 
Verformung geplant. Der wichtigste Punkt bei der Lösung bestand in der a va 
gegebener Randbelastung. Das hierfür gefundene Verfahren habe ich auf der GAMM-Tagung in Darmstadt 1950 
vorgetragen. Nachdem ich die Brauchbarkeit für das vorliegende Gesamtproblem an Beispielen geprüft hatte, hat 
Herr K. Saalf el d in seiner Diplom-Arbeit, Braunschweig, Anfang 1950 für eine Reihe von Fällen die Ber. ch 
nungen durchgeführt. Das Ergebnis der Gemeinschaftsarbeit ist in vorliegendem Aufsatze niedergelegt. - 


C. Weber. 
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r _ Halbmesser der Ersatzwalze, die mit einer Ebene denselben Spalt gibt 
? Druck im Schmierfiln 
Pm maximaler Druck 


Te 2 
R= [plds Resultierende Kraft für eine Walze 
l I R M 
I N = eingeführte dimensionslose Druckgröße 
E _Elastizitätsmodul der Walzen 
v  Querzahl der Walzen 
w, %]),%, Verschiebung der Randpunkte der Walzen durch die Verformung infolge des 
Druckes p R 
w, = w, + w, Summe der Verschiebungen, Anderung des Spaltes 
W= a) w, eingeführte Verschiebungsfunktion 
n  Zähigkeit des Schmiermittels, konstant oder druckabhängig 
No konstante Zähigkeit 
n = me? angenommenes Abhängigkeitsge setz für nichtkonstante Zähigkeit 
h Spaltstärke und damit Filmdicke des Schmiermittels 
h, Filmdicke am Ende des Schmierdruckes 


H rer. eingeführte dimensionslose Größe für die Spaltstärke 
H, Brei ek er Wert von Han Stelle & 
4a(l—v)R i 
Ak 


e 


rl) 


32 4 (1 — »v2)]?/R\® 1 3 

-| E R) 6 tn 8 
Be eh & 

N va 1 „/maz =) 


D 4 (1— »?) 1 1 
er E 1/6 (W+%) mar 
B+/ 


N 


er 
20 1/ 6(v, + %) no 


B. Spaltstärke bei verformten Walzen 
Bei unverformten Walzen wird die Spaltstärke 


a2 2 
m — I 


h == h, nyaz 


Durch die Verformung kommen noch die Verschiebungen w, und w, der Randpunkte der Walzen 
hinzu. Da der Druck nur in der Nähe der engsten Spaltstelle von Bedeutung ist, ersetzen wir 
zur Berechnung von w, bzw. w, die Walzen durch Halbebenen. Bei einer Halbebene sind die 
Verschiebungen w der Randpunkte bei gegebener Normalbelastung p bestimmt durch die 
Gleichung ?): 

1 


BE 


dw 
de 


BEPEREAN N N 


7, [po—res-3ı 


) c. W eber, Randverformung der Halbebene durch eine Normalbelastung. (‚Ein Ei des Kolumbus ?“) 
Z. angew. Math. Mech. 1950, Seite 240— 242, 
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Wählen wir eine Druckverteilung 9 als Funktion von &, so können wir erst dw 
durch eine weitere Integration wfinden. Die Spaltänderung wird dann 


v=w+tWw=2w 
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Die resultierende Kraft der Belastung 9 für die Walzenlänge I wird 


/ds und hieraus 
4 7 
— [Ipda 
—o® 
von #/&, aus. Für diese Funktion wird 


An Stelle von p gehen wir von einer Ausgangsfunktion für den Druck P=p 
1 


r Er l& 
| P (2) oe 
Ur 

Dann lautet Gl. (1): | 


e 
R 
dw, 


Außerdem schreiben wir den Wert für %,,/x, vor, d. h. die Stelle, an der P„., auftreten soll 
( 


und 


alz 
4 (1 = ara 
E 


ıo,n 


e 
Kosic 
TC %, 

De 


ılz 
4(1— 2) R 


res 
 we)jer ei) 

ie 2/2, 
ii & DER 
ale 
Al =——09 

oder 

z|x, 
Fe m m 


Tg 


EEE 
%, 2%) % 
Durch die zwei Integrationen erhalten wir W als Funktion von %/&,; die zweite Integrations- 
Der Spalt wird bei Berücksichtigung der Verformung 


7 
d(=—-\|d| — (2) 
=: el 
Da, 
konstante ist so gewählt, daß für /x, — 1, also für das Ende des Schmierdruckes W, — 0 wird 
oder für die dimensionslosen Größen 


L, 
J 
h=h,+w aeg 


x 
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C. Hydrodynamische Druckgleiehung des Sehmierfilmes 
Die Gleichung für den Druck im Schmierfilm lautet: 


h— 
dp—=6(u+n)n 
ist, tritt der maximale Druck p,, auf. 


h, 


h? “m 
41995 


An der Stelle = — » und 2 — x, wird p gleich Null. An der Stelle x,, an der h = h, = h, 
Bes: 


Die hydrodynamische er lautet für die dimensionslosen Größen 
und mit H nach Gl. (3): 


Gwmto)na 


LP = BhdaPp— 


H—H, 


| ae ? 


Zu 
) RE 
+44 )] | ) 
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Die Verschiebungsfunktion W war gefunden. Die Werte A und H, müssen gewählt werden. 
Der Wert A wird so gewählt, daß dP an der festgelegten Stelle &,/#, gleich Null wird. Daraus 


folgt für diese Stelle 
W+ alla) - ) an 


w(r 
& 
%, 


Weiter wird der Wert von H, so gewählt, daß P an der Stelle x/®, = 1 gleich Null oder ebenso 
groß wie für x/x, = — m» wird. Hieraus folgt die Bedingung i 


rl) -') ee. 
+" +4(@y-1)[ (2) 


De 


und 


— co 


Mit diesen beiden Werten wird Gl. (4) ausgewertet, so daß f(x/&,) bestimmt ist. 


Falls die Zähigkeit konstant, also 7 = n,ist, gibt die linke Seite der Gl. (4) den Wert BP; 
andernfalls ist n,/n als Funktion von P auszudrücken, und wir erhalten an Stelle von BP eine 
Funktion von P, aus der P zu finden ist. Dann wird die erhaltene Endfunktion von P mit der 
Ausgangsfunktion von P verglichen. Bei mangelnder Übereinstimmung wird die Endfunktion 
von P als neue Ausgangsfunktion gewählt. Einzelheiten des Verfahrens werden in den Ab- 
schnitten D und E für zwei Beispiele gezeigt. 
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Wir wählen 2/2, = —0,6; für Walzen ohne Verformung wird (%,/%) = — 1; bei Ver- 
formung verschiebt sich der Punkt des maximalen Druckes näher zum Nullpunkte. Wir wählen 
den Verlauf von P als Funktion von &/&, und beachten, daß P,,.., an der Stelle z/2, = — 0,6 

ih 


auftritt und daß das Integral | P () gleich eins wird. Aus Bild 1 kann der gewählte Verlauf 
; 

entnommen werden. Nach Gl. (2) ist hieraus die Funktion W ermittelt, die im Bilde 2 darge- 

stellt ist. Aus diesem Diagramme lesen wir für #,/2, = — 0,6 den Wert W(—.0,6) = 0,363 ab 


und erhalten hieraus nach Gl. (5) 
0,363 


ern 


— (0,3672. 


Im Bilde 2 ist ebenfalls — A () — Ljeingeseithnen, sodaß W+A (2) — 1) abgegriffen 
werden kann. z 


Wo 


Durch mehrfaches Probieren findet man nach Gl. (6) 
Be .1,810. 
Nunmehr wird das Integral der rechten Seite der Gl. (4) ausgewertet. Dieses Integral gibt die 
Funktion BP. Integrieren wir diese Funktion von &/2, = — oo bis #/#, — 1, so erhalten wir 


1 


J BP (x) = B= 0,2779. 


e 


==.00 


Durch diesen Wert teilen wir die gefundene Funktion BP und erhalten die Endfunktion P, die 
sich von der Ausgangsfunktion nicht unterscheidet. Die Lösung ergab sich nach wenigen Wie- 
derholungen des Verfahrens. 
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2x2 
Ye 
nach Hertz 
= 3 -2 = 0 Ze 


Bild.1, Druckverteilung fürn = 


% 
Bild2. Wund — 4 IE) = ı] über 
zT T, 


E. Durchführung für „=, ef? 
Bei hohen Drücken kann die Zähigkeit n nicht konstant gesetzt werden. Sie ist dann eine 
Funktion von p. Für die üblichen Schmiermittel dient hierfür die Beziehung 


name? 
oder 
ER, 
ix 
Nenn 
Der Anfang der Berechnung ist derselbe wie für konstante Zähigkeit. Wir wählen wieder 
Gn/%, = — 0,6 und nehmen eine Ausgangsfunktion für P an (Bild 3). Aus dieser folgt wiederum 
W und hieraus: 
Er EBEN. 
B®dP=Be '* dP ee) 
7 H® ®, 


Von hier an unterscheidet sich die weitere Berechnung. 
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Nach Gl. (4) wird 


"2 
3|. = ar=4(,) ee EU 


Die Funktion f(x/&,) liegt für die gewählte Ausgangsfunktion P fest. 
Gl. (9) gibt nach Integration der linken Seite: 


BR 
12, a 
ler). .2:22....200 
oder 
Bis, R 
BP — le) 1.0 BusEIE LE 
x2 
RP 
nach Hertz 
AR 
/ 
4 -3 -2 3 -7 0 Br 


Bild 3. Druckverteilung fürn = me ?,n=08 


Wir müssen nunmehr für die Untersuchung eine weitere dimensionslose Konstante festlegen. 


Hierzu könnten wir — nehmen. Wir wählen einen anderen Weg. Aus Gl. (10) folgt: 


Der Ausdruck auf der linken Seite hat den Kleinstwert O für ?P = 0 und kann höchstens den 


Wert eins annehmen, wenn PX P gleich Unendlich wird. Normalerweise wird P aber keine 
Kg 
so hohen Werte erreichen, so daß die linke Seite einen Höchstwert n <1 annimmt. Diesen 


Wert setzen wir fest: 


_PRp 
N, max = ram) ee ee (12° 
Dann wird 
Be 
ET PER 
und Gl. (11) gibt: 
% 
| 44 
%, 
BP = Ba at te. N, 


Die Funktion der rechten Seite ist bestimmt, da.f(x/x,) und damit auch fnas gefunden und n 
gewählt wurde. 
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Aus Gl. (13) finden wir: f 
Eu ' se) 

= mas |] TEN 

»- | Bra(,)- | : 1 27 r (2) (14) 


Dann teilen wir die Funktion der rechten Seite der Gl. (13) durch B und erhalten damit die 
Endfunktion P. Diese wird mit der Ausgangsfunktion verglichen. Falls erforderlich, wird mit 
der Endfunktion als neue Ausgangsfunktion die Rechnung wiederholt. 


F. Zusammenstellung der Ergebnisse 
Die Berechnung erfolgte für n = 0 (also n = n,) und für n = 0,8. Außerdem ist eine Be- 


rechnung für Walzen ohne Verformung, also für E — , #,/%, = — 1 getrennt für alle Werte n 
durchgeführt. - N VHMR 

Zuerst wollen wir die Druckverteilung zeigen. Bild 1 gibt für konstante Zähigkeit NN 
die Funktionen P(»/z,) für a./& = —1; — 0,8; **" —0,2 und 0. Auch ist die Hertzsche 


Druckverteilung eingezeichnet. 
Diese stellt ebenfalls eine Lö- 
sung für %,/% =0 dar. Die 
Scheitelpunkte der Kurven sind 
durch eine Linie verbunden. 
Für n = 0,8 (Bild 3), sind die 
cr Scheitel der Kurven P(#/z,) 
etwas höher infolge der In-Bil- 
dung. Der Verlauf des Spaltes 
ist für n —= 0,8 im Bilde 4 dar- 
gestellt und zwar h/h, = H/H,; 
für n=0 ist der Verlauf nur 
wenig davon verschieden. Das 
Verhältnis von h/h, ist für alle 
Fälle etwa 0,8. 

E j ; 1x Sind die physikalischen 
Größen gegeben, so wird man in 
erster Linie fragen, welche Werte 
%n/%, und n annehmen. Wir führten unsere Untersuchungen durch für n = 0 und n = 0,8 für 


1, 


Bild A. Spaltverlauf hih, 


die Werte #,/&%, = — 1 bis 0. Hierbei fanden wir die Werte für folgende charakteristische 
Größen: 
EL LT 
e 4(1— v2) R2r 
ale 1 1 
E ER (+ d,) No 2 
N E 2/R\3 1 1 
Imas i hi U: | | ) blut) we (15). 


Die Größen A und B enthalten den Exponenten nicht. In beiden kommt aber &, vor. Wir be- 
seitigen dieses, indem wir YAB bilden. Dieses ist die erste von uns eingeführte Kenngröße Z;: 


„ .._vV4A—») e. 1 1 
Z=l: -\— TED Fe 
c / E /’ 6m +FW)n 2r eur 


Diese Größe können wir noch anders deuten: Bilden wir für konstantes n = n, und gegebener 
Kraft R.nach der hydrodynamischen Theorie für unverformte Walzen Pmaxhydar und dann nach 
der Hertzschen Theorie Pyar Hertz, SO wird: 


rn € 

Zn = 1,218 Pax hydr : Pmax Hertz . . . . . . . . . . . . UNAR 
Die nächste Größe müssen wir so bilden, daß darin ß vorkommt. Damit die Größe auch für 
nicht verformte Walzen gilt, müssen wir n/fna, Aund B so kombinieren, daß weder x, noch 


E : 
er darin auftreten. Das ist die Größe: 


n N —  B R\® 1 
2... m LEE ee 
ee Eu ker: 18) 
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Nun tragen wir im Zustandsdiagramme (Bild 5), über Z, und Z, die Kurven n —= 0,0; 
0,2; 0,4; 0,6 und 0,8 und die Kurven &,/%, = — 1,0; —0,8 bis — 0,2 und 0,0 auf. Jetzt können 
wir für gegebene physikalische Größen Z, und Z, berechnen und aus dem Zustandsdiagramm 
und %/%, ablesen. Für &,/2, = — 1, also für Walzen ohne Verformung ist die Abhängigkeit 
der Werte n von Z,in der Seitenansicht gegeben. Die Untersuchung des Falles #,/®, = — 1 
weicht etwas von den hier dargelegten ab; sie ist aber einfacher, da der Spalt festliegt und die 
meisten Integrale analytisch ausgedrückt werden können. 

Sind n und x#,/%, gefunden, 
so bestimmen wir als nächstes die 
Größe &,. Hierzu könnten wir die 
Werte für A oder die Werte für B 
nehmen. ‘Wir wählen jedoch eine 
Größe, die den Elastizitätsmodul 
nicht enthält, also 


V7 i 
2ry 2. 6(v + %) No 


1Z, 


n(Ze)für Z,=0 


| — AYB 
(19) 


Die Werte für A YBsind im Bilde6 -- 
für n — 0 und 0,8 über #,„/x, auf- ” 


Bild5. Zustandsdiagramm 


getragen. Für #,/&, = — 1 ist die 

Abhängigkeit von nin der Seiten- AV FRE 

ansicht gezeigt. Zr VT Slme va) 
98 


Eine weitere Größe, die von 
Bedeutung ist, ist An. Für Wal- 
zen ohne Verformung ist für kon- 
stante Zähigkeit 


Amin R 1 e 
2r Ib Ho) 


Eine entsprechende Größe werden 
wir auch für Walzen mit Verfor- 
mung bilden. Hierzu nehmen wir: 


0,204 . 


Pan R 1 ABH Hain n1 08 06 0#+ 02 0-7 -08 -06 -94 -92 0m 
ge RE 2 
2r 1 6(u +9) FB: en! 
(20). Bild 6. Diagramın für z, 
Im Bilde 7 ist diese Größe für Ania Rh 21 


2r 1 6(4+%)9o 


n—=(0 und n = 0,8 dargestellt, in 
der Seitenansicht links die Ab- 
hängigkeit von n für Walzen ohne 
Verformung, also 2,/%, = — 1. 
Als letzte Größe bringen wir 
die maximale Druckspannung. 
Für konstante Zähigkeit und ohne 


Verformung ist n1 08 06 0% 02 0-1 8 -6 -04 -02 0 Xm 
für Z@ --7 Xe 
e 


A N Bild 7. Dia ü 
£ R- . gramm für Ay; 
Pas 27 V% 6(%, + 9) 
= 1,319. 
Wir kennen aus den ge- 


fundenen Druckverteilungskurven 
die Zahlenwerte für 


Pmax 2r (Hör) 
2 
ee n=08 


| 

lx | 

Prnas R zZ Dass 

: | 

setzen wir nach Gl. (19) RUE ER ER 
n17 08 06 04 02 0-1 -08 -0,6 -04 -92 0 Im 
7 . für Im --7 e 
To R 1 E A YB Xe 
| 16 (% + v5) No - Bild 8. Diagramm für ?,,4% 
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so erhalten wir 


38 et 
Pmas 2, m Y@) 6 (v, — v,) No = Dass AyB er er (21). 
Die gefundenen Werte sind im Bilde 8 für n—=0 und »n— 0,8 und links für le 


dargestellt. 
6. Reibungsbeiwerte 


Die Frage des Reibungsbeiwertes ist bei Walzen mit Verformung nicht so einfach, wie 
man annimmt. Zum Verständnis untersuche ich erst den Reibungsbeiwert bei Walzen ohne 
Verformung. 

Im Schmierfilm treten Drücke p und Schubspannungen z auf. An den Oberflächen der 
Walzen ohne Verformung sind die Drücke so gerichtet, daß sie durch die Mittelpunkte der 
Walzen gehen. Folglich gehen auch ihre 
Resultierenden R durch die Mittelpunkte. 
Auf der &-Achse gehen sie durch den Punkt 


T, T, 
ep Nepdeiijpdı 
Hierbei wird &z negativ. Die beiden 
Kräfte R haben also keine gemeinsame 

Wirkungslinie, siehe Bild 9a. 


An den Oberflächen der Walzen tre- 
ten außer den Drücken p noch Schubspan- 
nungen auf, die wir zu tangentialen Kräf- 
ten T, und 7, zusammensetzen. Die posi- 
tive Richtung von 7, und T, setzen wir 
entgegengesetzt v, >», fest. 7, und ZT, 
sind nicht gleich. Wir setzen 


1 — T, + T, 


Bild 9. a) Zusammensetzung von R und Mr und 
b) weitere Zusammensetzung mit Tq 


nn tıTE 
Hierin hängt 7, von v, + %und 7, von v, — v, ab. Die Herleitung ist bekannt, so daß wir uns 
mit diesen Angaben begnügen. 

Setzen wir nun die Kräfte R, die auf die Walzen wirken, mit den wesentlich geringeren 
Kräften T, zusammen, Bild 9a, so ändern sie ihre Richtungen. Die neuen Resultierenden R 
haben nun eine gemeinsame Wirkungslinie und sind entgegengesetzt gerichtet. 

Hieraus folgt die Beziehung: 


5 


Ta 
Re: 
Halbieren wir die Spalthöhe A, so liegen die Halbierungspunkte auf einem mittleren 
Bee. 
Kreisbogen vom Halbmesser r,, mit ee . Durch den Mittelpunkt dieses 
aa N 2 


Bogens ist die gemeinsame Wirkungslinie gerichtet. Auf die Walzenmittelpunkte bezogen, 
erhalten wir die Momente 


— ga 
M;= m Y. BIBI, 
1 Pr r 
2 Dr 
und 
7 — &pR 
EHE 5) 215 
27 


Zur Bestimmung von M, und M, können wir also auch xx verwenden. 

r Zu den gefundenen Resultierenden mit gemeinsamer Wirkungslinie kommen jetzt noch 
die Kräfte + Ta und — T, hinzu. Hierdurch ändert sich die Richtung der Wirkungslinie, 
siehe Bild 9b. Die Momente infolge von + T,und — T, werden 

M=1rn 
und M=-—JTir,. 
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Hiermit werden die Momente für beide Walzenmittelpunkte 


— GprR 


M,=(T,-+ Deka Ir Tarı: 
a ee 
2r . 
Als Reibungsbeiwerte definieren wir nun 
= M, Hi ER eh 
| ToRn milk 
und EEE ET EN ID 

M, &r Ta 


BR, Wu 


Im Schmierfilm treten in der Zylinderfläche, die durch den mittleren Kreisbogen geht, 
nur die Drücke p und Schubspannungen auf, die von v, — v, abhängen. Die Drücke p geben 
die Resultierenden R durch die Mittelpunkte des mittleren Kreisbogens, die Schubspannungen 
geben die Kräfte + T7,; zur Bestimmung von u, und u, Könnten wir folglich von dieser Fläche 
ausgehen. 


Von Bedeutung wird dieses für die Walzen mit Verformung. Bei diesen gehen 
an den Walzenoberflächen die Drücke p nicht mehr durch die Walzenmittelpunkte. Was 
machen wir da? Wir teilen die Spalt- 
höhen im Verhältnis der Verschiebun- 
gen w, :W,. Da wir gleiche Elastizitäts- 
werte für beide Walzen angenommen 
haben, ist w, = w, und wir müssen die 
Spalthöhen halbieren. Der durch diese 
Halbierungspunkte gelegte mittlere Bo- 
gen bleibt bei der Verformung unver- 
ändert. Wir erhalten also in der entspre- 
chenden Zylinderfläche dieselben Ver- 
hältnissse wie bei den Walzen ohne Ver- 
formung: erstens Kräfte R durch den 
Mittelpunkt dieses mittleren Kreisbo- 77 en Er u ee 
gens und dann die tangentiale Kraft ER 
— T, für Walze 1 und — 2 für Bild 10. Klammerglieder zur Berechnung von u 
Walze 2. Aus den Momenten für die Walzenmittelpunkte bestimmen wir dann die Reibungs- 
beiwerte nach Gl. (22). 

Nun können wir mit der Berechnung beginnen. Aus den gefundenen Diagrammen 
P (x/x,) finden wir 


=, 2, 1 1 
m % % ® © 
iR | zpde [r« —EP Vene (2): j rala)- Kg [=r.%) 
und mit &, aus Gl. (19): 
1 
uRı/R 1 ee ® 
ar 160 + v5) No == re | We B. (2) 
Weiter sind die von v, — v, abhängigen Schubspannungen 7, =n ” ” "Mit dem Ansatze 
R 
Ber 
ee le 
und 
Piz, 1 
ö os 
BER ICZA 


Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 34 Nr. 1/2 Jan./Febr. 1954 


64 Kleine Mitteilungen 


nach Gl. (10) und (12), wird 


26 
E I 
T,= (ma=; 


1 
1 1 


11 —») R U au %) No [ 


Ze 


1—n 


 Imaz 


Damit erhalten wir für die Reibungskoeffizienten 


R il 
2 ı 6(% 2) No 


1 
£ % 
— % Yu 1 1 1 Be 
um far) 
El Tg Kg ALLE M+W+Al(a)—) e 
*s (23). 
und u 
R. 1 
1) ı6(w 4) Yo 
or % v—ı 1 3 1 1 % 
=> ”B jo) 2 = > j 3 a ) 
arB | (%) v+t W6yB, ee si; H+W+A (@)-1 %, 
2 RER Imaz Te 
Die zwei Ausdrücke in den eckigen Klammern sind für n— 0 und n = 0,8 über 2,/%, 
und für @,/&2, = — 1 über n im Bilde 10 dargestellt. 


H. Eine noch ungelöste Frage 
Unsere Untersuchung geht bis zu Verhältnissen, bei denen 


VPmax hydr : Prmaz Hertz 1:7 


ist. Für größere Kräfte versagt das Verfahren. Was dann zu erwarten ist, kann man wohl 
angeben. Der Spalt wird immer schmäler, der Druck nähert sich dem Hertzschen Druck- 
berge mit einem schwachen Anstieg von & = — »bis z— — x, und einer kleinen Abrundung 
beix—= +x,. Der schmale Spalt hat am rückwärtigen Ende eine fast plötzliche Verengung. 


Ob nun Ayin : he wie in den anderen Fällen = 0,8 ist, läßt sich nicht sagen. 
Bei einer Behandlung dieser Fälle müßte man von der Hertzschen Druckverteilung 
ausgehen und die Abweichungen an beiden Enden getrennt untersuchen. 


Eingegangen am 31. Januar 1953. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Integriermaschinen mit nicht beschränkten 
Varianzbereichen 


Die in den modernen Integriermaschinen verwendeten 
Triebe sind Integraltriebe-, Funktions- bzw. Resultat- 
triebe und Summentriebe. Produkttriebe sind grund- 
sätzlich entbehrlich, da sie durch zwei Integraltriebe 
und einen Summentrieb erzeugt werden können; sie 
bleiben daher im folgenden außer Betracht. Bei den 
bisher verwendeten Integral- und Funktionstrieben 
ist der Varianzbereich mindestens einer Veränderlichen 
beschränkt. Bei dem gewöhnlich als Summentrieb ver- 
wendeten Ausgleichgetriebe hingegen fällt eine solche 
Beschränkung weg. 

Es soll nun im folgenden auch ein Funktions- und ein 
Integraltrieb angegeben werden, bei denen in keiner 
Veränderlichen die Varianzbereiche beschränkt sind. 
Dabei kommt es uns hier nur auf das Prinzip an und 
nicht auf die Einzelheiten der technischen Durch- 
führung. Diese kann weitgehend von den Elementen 
und Möglichkeiten Gebrauch machen, die in allge- 
meinen oder speziellen Integriermaschinen bereits Ver- 
wendung gefunden haben. Schließlich sei noch auf die 
Folgerungen hingewiesen, die sich für Integrier- 
maschinen bei Verwendung von Grundtrieben der ge- 
nannten Art ergeben. 


Man erhält einen Funktionstrieb mit nicht 
beschränkten Varianzbereichen, wenn man an Stelle des 
Zeichentisches bzw. Zylindermantels bei den üblichen 
Funktionstrieben eine Kugeloberfläche verwendet. Die 
Kugel ist wie bei dem bekannten Kugelintegrator von 
Hele-Shaw [l] so gelagert, daß sie sich um ihren 
festen Mittelpunkt frei drehen kann. An der Kugel- 
oberfläche greifen zwei zueinander senkrechte Rädchen- 
paare R,, Ri und R,, Rz senkrecht auf der Kugelober- 
fläche in diametralen Punkten an (siehe Abb. 1). Senk- 
recht über dem Mittelpunkt des Großkreises der Be- 
rührpunkte befindet sich auf der Kugeloberfläche die 
Spitze des Fahrstiftes F. Lassen wir dann den Dreh- 
winkel der Achse des Rädchens der unabhängigen Ver- 
änderlichen x, den Drehwinkel der Achse von R, der 
abhängigen Veränderlichen y = f(x) entsprechen, so 
wird bei Drehung der x- und y-Achse auf der Kugel- 
oberfläche von F eine Kurve (C)) aufgezeichnet. Haben 
wir umgekehrt auf der Kugeloberfläche eine solche 
Kurve (©) zusammen mit dem Nullpunkt 0, d.h. der 
Lage von F für die Winkel x =0 und y=(, vorge- 
geben und sorgen wir durch entsprechende Drehung 
des Rädchens R, (von Hand oder selbsttätig mit Hilfe 
eines geeignet gesteuerten Ablesemechanismus) dafür, 
daß F bei Drehung des Rädchens R, die Kurve (C) 


FREE Wr EN WE 


EAN jerlrn en 
riehtig durchläuft, so haben die zugehörigen Drehun- 
gen x und y von R, und R, die Abhängigkeit y= f (x) 


3 
5 


Bei diesem ‚Kugelfunktionstrieb‘ ist weder die ab- 
hängige, noch die unabhängige Veränderliche be- 
schränkt. i 

Die bisher in Integriermaschinen verwendeten 
Integraltriebe sind in wenigstens einer Veränderlichen 
beschränkt. Beim Gonellaschen Integraltrieb und beim 
Integraltrieb von Hele Sha w ist nur der Integrand 
einer Beschränkung unterworfen. Während sich diese 
beim Gonella schen Integraltrieb nicht beseitigen 
läßt, kann man das beim. Integraltrieb von Hele 
Shaw in einfacher Weise mit Hilfe eines Kugel- 
funktionstriebes erreichen. Man erbält diesen Integral- 
triebvonHeleSha w wenn manim Kugelfunktions- 
trieb an die Stelle des Fahrstiftes. ein Schneidenrad 
anbringt, dessen Ebene im Punkt F senkrecht auf der 
Kugeloberfläche aufsitzt und dessen Achse mit der 
Achse des Rädchens R, für jeden z-Wert den durch 
tga = f(x) gegebenen Winkel « bildet!). Diese Ab- 
hängigkeit wird bi Hele Shaw durch einen 
Schleifschieber erzeugt (Bild 2). Dadurch wird der 


r 


\| Kumumy 


Fix)=y-tga 


ES: (STMLIITTIITITIS \ 


Bild 2 


Varianzbereich für f(x) und somit auch für a einge- 
schränkt. Führen wir jedoch die Steuerung des 
Winkels a mit einem Kugelfunktionstrieb & = are tg Y 


. % 
durch, so erhalten wir einen Integraltrieb 2=f y(t) di, 
& 


1) An Stelle des Schneidenrades wird bei Hele Shaw auch 
ein Zylinder mit derselben Achse verwendet. 


unterliegt. 


> ae 


in dem grundsätzlich der Varianzbereich keiner der 
auftretenden Veränderlichen %, y,z einer Beschränkung 


’ 


Was die technische Realisierung der beiden ange- 
gebenen Triebe betrifft, so hat der Kugelintegrator von 
HeleSha w — denVerf. [2] schon früher für die Ver- 
wendung in Integriermaschinen vorschlug — in ver- 
schiedenen Integriervorrichtungen [3], [4] und in’ der 
Integriermaschine vonCurti und Dubois[5] zur 
Lösung des außen ballistischen Hauptproblems bereits 
seine praktische Verwendbarkeit gezeigt. Der Kugel- 
funktionstrieb dürfte noch einfacher herzustellen sein 
als der Kugelintegraltrieb, denn er benötigt nur einen 
Teil seines technischen Aufwandes und gegebenenfalls 
noch eine geeignet geregelte selbsttätige Nachführungs- 
vorrichtung. 


Bei Verwendung dieser Grundtriebe mit nicht be- 
schränkten Varianzbereichen fällt zunächst die bei den 
anderen Trieben nötige Reduktion der auftretenden 
Veränderlichen auf die in den Trieben zur Verfügung 
stehenden Varianzbereiche weg. Es müssen nur die in 
den Funktionsbetrieben vorgegebenen Kurven ge- 
nügend weit aufgezeichnet sein. Es ergibt sich aber für 
Integriermaschinen aus solchen Trieben noch ein 
anderer viel wesentlicher Vorteil. 


Bei der Anwendung etwa eines graphischen Inte- 
grationsverfahrens kann man, wenn auch nur eine 
gewisse beschränkte Zeichengenauigkeit möglich ist, 
doch das Resultat mit einer vorgeschriebenen Ge- 
nauigkeit erhalten, wenn man den Maßstab der Zeich- 
nung entsprechend groß wählt. Da bei der Verwendung 
von nicht beschränkten Grundtrieben der Wahl einer 
großen Einheit grundsätzlich nichts im Wege steht 
kann man in gleicher Weise auch bei einer beschränkten 
Ablese- und Nachfahrgenauigkeit der Triebe die 
Lösung einer Aufgabe durch die Integriermaschine mit 
einer vorgegebenen Genauigkeit erhalten. Bei einer 
großen Einheit hat man zwar längere Kurvenbögen 
mit dem Fahrstift bzw. dem Schneidenrad zu durch- 


‚laufen; durch zweckmäßige Steuer- und Kompen- 


sationsvorrichtungen ?) lassen sich aber die beim Durch- 
laufen längerer Kurvenzüge auftretenden Fehler 
näherungsweise kompensieren. Sie fallen daher ver- 
glichen mit der Genauigkeitssteigerung, die man durch 
die Wahl eines großen Maßstabes erhält, nicht wesent- 
lich ins Gewicht. 


Schrifttum 


1] Hele-Shaw: The theory of continous cal- 
culating machines and of a mechanism of this elass 
on a new principle. Phil. Trans. Roy. Soc. London 
176, II (1885), S. 367—402. 


[2] J. Heinhold: Zur mechanischen Integration 
von Differentialgleichungen. Z. Instrumenten- 
kunde 63 (1943), S. 71—74. 


[3] M.G. Bohl: Appareil de la S. N. C. F. pour le 
race des horaires des trains. Rev. Generale des 
Chenins de Fer. April 1950, S. 164—170. 


[4] Fr.Dubois: Die Schöpfungen Jacob und Alfred 
Amslers auf dem Gebiete der mathematischen In- 
strumente. Mitt d. Naturforsch. Ges. Schaffhausen 
19, (1944), S. 209—275. 


[5] D. Curti und F. Dubois: Die mechanische 
Lösung des außenballistischen Hauptproblems. 
Schweiz. Bauztg. 67 (1949), Nr. 3. 


[6] U. Knorr: Über einen Integraphen zur mecha- 
nischen Integration einer sehr allgemeinen Gruppe 
von Differentialgleichungen. Diss. T. H. München 
1921. 


München. J. Heinhold. 


2) Eine elektromagnetische Kompensationsvorriehtung des 
Schneidenradschlupfes findet sich schen bei Knorr [6]. 
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Ein Beitrag zur Dynamik der Drahtseile *) 
1. Einleitung 


Wird von einem Hebezeug eine Last mit konstanter 
Geschwindigkeit angehoben oder gesenkt, so kann diese 
Last Schwingungen in vertikaler Richtung ausführen. 
Bei einem Drahtseil mit Hanfseele ist die Verlängerung 
des Seils nicht proportional der Belastung. Schwin- 
gungen, die die Last ausführt, sind damit nicht linear. 

Vereinfacht man das Drahtseil und nimmt an, es sei 
ein homogener, isotroper Körper, so läßt sich hierfür 
eine nicht lineare Elastizitätstheorie aufbauen (Ziffer 2). 
Mit den in Ziffer 2 gewonnenen Ergebnissen wird in 
Ziffer 3 die Differentialgleichung der Schwingung auf- 
gestellt und ein Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe 
die Differentialgleiehung näherungsweise integriert 
werden kann. An einem Zahlenbeispiel (Ziffer 4) wird 
der Rechenaufwand gezeigt und die Schwingungszeit 
für eine Halbschwingung berechnet. 


2. Elastizitätsgesetz 
Gegeben ist ein isotroper, homogener rotations- 
symmetrischer Körper, der durch ein rotationssym- 
metrisches Kräftesystem beansprucht wird. Bezeich- 
net man mit P(r, 9,7) einen Punkt des Körpers vor 
der Belastung, so geht dieser Punkt bei der Be- 
anspruchung des Körpers in P (r,@, 2) über. Ist 


u (r,p,2) die Radialverschiebung, 

w(r,9,%) die Verschiebung in der z-Richtung, 
wobei die Verschiebungen auf ein im deformierten 
Körper festes Koordinatensystem bezogen werden, so 
ist der Zusammenhang mit den raumfesten Koordinaten 
gegeben durch 

T=r—-ultd); 9=9 zZ=2—-u(n.) (), 


(2). 


bezogenen Verzerrungen 
A 5 En 
meet 
r 
ow 2) ow' j 
° DE (& | ; 
\ _ du Ow ou ‚ou Ow dw 
aan RR 
Schneidet man aus dem deformierten Körper ein Vo- 
sein. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten damit 
00r (Or N) OTrz sh | 


Aus (1) erhält man !) die auf den deformierten Körper 
u u\? 
Yop= 2 — — en ’ 
Vzzs— 2 — — 
l 
lumenelement heraus, so muß dieses im Gleichgewicht 
u + 


dr r 02 B 
OTrz Trz 00; NT @ )- 
Or r T % 0% 0 | 


Man fordert nun, daß die Hauptverzerrungsrichtungen 
des Verzerrungstensors mit den Hauptspannungs- 
richtungen des auf den deformierten Körper bezogenen 
Spannungstensors zusammenfallen. Diese Forderung 
wird durch den Ansatz 


Ss=Kalfzy} F-P)+Br(bP).. 
erfüllt. In (4) ist 


Br: ER" 0 Tr Ma 
Pr 0 %9—3;P, > | 
\ Ur 0 .—#P, j 


*) Herrn Prof. Dr. Pfeiffer gewidmet; 
!) G.Hamel, Theoretische Mechanik. Berlin 1949, S. 190. 


ED 0 
Po 0 # pP, 0 ’ 
0 
P=-Hr+0%+0, 
Pr= 0,094 0905, + a0 - an. 
Setzt man in (4) 


elryırt-R)=G, FÜR)=R 
so geht (4) in das H o o ke sche Gesetz über. 
N‘ Um den gezogenen Stab zu behandeln, macht man 
für die Spannungen den Ansatz, der die Gleichgewichts- 
bedingungen befriedigt 


H=n = m—l; KH. le): 
Mit (5) wird 
N el 
Geht man mit (5) und (6) in (4) ein, so erhält man in 
Komponenten 


By = tra (VE) Her (be), 
%“ 


Yyo=—txa(Y al) +4xrr(he), | @- 


va = —3re N} el) +4=F(}e) 
Setzt man (8) in (2) ein, so ergibt sich die physikalisch 
mögliche Lösung für die Verschiebungen 


u=r-rfı three) Surlte), | 
ee ee 


Bezogen auf den Ausgangszustand erhält man für 


(9). 


z=Il und T=Ta 


UN, m Ta I = = ) 
| Yı+ 30V} —8@r (dr) 
1 
w re 
Yı—4x0(Vi rl ur (dr) / 
Mit den Reihenentwicklungen 
VE) +Vil+-, | 


F(fie) =B+V} rt, 


l) 


erhält man aus (10), wenn jeweils nur die beiden ersten 
Glieder der Reihen verwendet werden 


w=l(ßr + Pr), U, = — Ta (% +22) (12). 


Wird ein Stahlseil als isotroper, homogener Körper 
angesehen, so folgt dieser Körper einem nichtlinearen 
Elastizitätsgesetz. Für die in (12) auftretenden 
Koeffizienten erhält man aus Versuchswerten 


ß, = 1,1116-10-,  B, = 0,1379 : 10-® 
& = 6,627 :10%, a, = 1,7268 -10. 


Die gegebenen Zahlenwerte gelten für ein Stahlseil von 


2 cm? Ausgangsquerschnitt und ei e 
4000 kg. und eine Belastung bis 


3. Aufstellung der Differential- 
gleichung 
An einem Stahlseil von der Länge I hängt ei 
mit der Masse m. Das Seil wird nn eine Be 
gewickelt, so daß die Länge I! eine Funktion der Zeit t 
ist (Bild 1). Wird die Masse m zur Zeitt=0 gestört 
so führt sie Schwingungen in der 2-Richtung ans. 


n® 
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Mit den in Ziffer 2 erhaltenen Ergebnissen läßt sich 
die Differentialgleichung für die Bewegung der Masse 
aufstellen, wenn angenommen wird, daß die Seilmasse 
gegenüber der Masse m vernachlässigt werden darf. 

Mit dem Prinzipvon D’Alembert wird 


d2 
di? (l r Box + I. ae) 


+ Fole — 20%? — 20,%2) = ng (13), 


wobei 7, der ursprüngliche Seilquerschnitt bedeutet. 
Nimmt man an, die Seiltrommel drehe sich mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit, so wird 


BETRETEN, 


Bildi 


Geht man mit (14) in (13) ein, so erhält man nach 
einiger einfacher Umrechnung 


d2 x\2 da\? 
Wi +20) or +2 Pı%) > 2 Pi fe) | 
FU 2agnt — 2%,%°) 9 
(15). 


u dx 
+ 21,6, + 2 Pıx) Fra + 


Führt man für die zeitabhängige Spannung # (l) die 
neue Veränderliche x(t) durch die Substitution 


“»=x%(1l +2() 


ein, so geht (15) über in 


d2x 


1,(1 .. ei) (Bo+ 2Pı%(l + ®)) %) ae 


NE 
+2 Bı2} Ba | 

R iz r (16). 
+2 1,c (Po +2, %(1+ x)) %o = 


4ER a + ma — 2a ll +0 


=203(l+2))=9 
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Bestimmt man x, aus der Gleichung 


n 
m 0 20 — Dan ee IT, 


so geht (16) über in 


(I+c) [4 + Ba), + 2()) 


+5(A-+ Ba) z (18). 


F 
ee —( 


In (18) wurden die Abkürzungen verwendet 


A=Pß +2 Pı%; B=2P,%; 

4 =1—-4%—60%; = 2% + 6 si: 00 
0, = 20,%3 

Eine strenge Lösung der Differentialgleichung (18) 
läßt sich auf einfache Weise nicht gewinnen. Aus 
diesem Grund soll ein Verfahren angegeben werden, 


mit dem (18) näherungsweise gelöst werden kann. 
Beachtet man, daß 


U <l EBeT Ay, 0, <ch 


ist, so können diese Größen in erster Annäherung ver- 
nachlässigt werden. Damit geht (18) über in 


A IN FIRE LO): 
0 
wobei x, eine erste Näherungslösung ist. Die Lösung 
von (20) ist bekannt und lautet 
&, = Dıeosit+D, u 


F,- € 
2 — 0 1 
. Am-l 


In (21) geht man mit den Anfangsbedingungen ein und 
bestimmt die Integrationskonstanten. Mit dem so ge- 
wonnenen x, bildet man die „Störfunktion“ 


d 2 
= —-u+mZ B eu Eu 


2x 
EEE ie Ar 2) do | 099, 


ra: 


A di 


Die Differen tialgleichung für die zweite Näherung wird 
dann 


d? 7 F, ”cC 
de mA" 
Die Lösung der Differentialgleichung (23) ist bekannt 
und lautet 


EN. 09). 


Ra = — 4 cosAt | sinAt ®,() di 
-H N er k 
+ F, cost + F,sinAt 


In (24) werden die Konstanten F, und F, aus den An- 
fangsbedingungen bestimmt. Mit dem so erhaltenen z, 
geht man in (22) ein und erhält dann eine neue Stör- 
funktion ®, (t), die in (23) eingesetzt wird. 

Arbeitet man mit den so erhaltenen x: und bestimmt 
die Lösungen, so wird der Rechenaufwand schon bei der 
zweiten Näherung sehr groß. Setzt man 


®; = & Antn 


und bestimmt die An so, daß dieFunktion ®:i (l) an n- 
Punkten mit der Funktion ®; übereinstimmt, dann er- 
hält man eine Näherungsfunktion, mit der in (24) ein- 
gegangen wird. 


. (24). 
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Sind die Anfangsbedingungen 
dai—ı 


Fr =0; “i-1=Y fürt = 0 
dann erhält man aus der Gleichung 
di _ 
Fr äs 


die Zeit i, für eine Halbschwingung. Die n Punkte zur 
Bestimmung der An werden dann im Intervall 
0siısh 


festgelegt. Das hier skizzierte Vorgehen ist meines Er- 
achtens zweckmäßiger als die Entwicklung der Funk- 
tion ®;_1(t) in eine Tailorreihe, da im ganzen Inter- 
vall eine bessere Übereinstimmung erreicht wird2). An 
einem Zahlenbeispiel soll das Verfahren nun gezeigt 
werden. 


4. Zahlenbeispiel 
An einem Drahtseil von der Länge != 10m und 
dem Querschnitt F),=2em? hänge eine Last von 
3000 kg. Das Seil werde auf eine Trommel mit der Ge- 
schwindigkeit I,- ce = 1lemj/sec. aufgewickelt. Mit den 
in Ziffer 2 gegebenen Zahlenwerten erhält man aus (19) 
A=71,4996 10%; B= 0,383°10€; 
C,= 0,9342); C, = 0,0453 ; 
C, = 0,0083 ; © =1.10-8 [1/see]. 
Zur Zeit i = 0 betrage die Seilspannung %, = 1000 kg/ 
cm?. Damit wird z(0) = y, = 0,354. 
Mit diesen Zahlenwerten wird die erste Näherung 
x, = 0,354 cosAt Ll 
= 20,173 pe: 
Für die Störfunktion erhält man 
®, (t) = 2,6353 — 32,6942 1 + 406,75 1? (27). 
Geht man mit (27) in (24) ein, so ergibt sich die zweite 
Näherung 
7, (t) = cos At [0,0065 cos At + 0,0040 (sin At 
— At cosAt) — 0,0025 (2% tsin At 
— (421? — 2) cosAt) + 0,3524] 
+ sin At [0,0065 sin A t — 0,0040 (cosAı [ 29 
+ AtsinAt) + 0,0025 (2At cosAt 
+ (42 12 — 2) sin A I) — 0,004] 
Mit (28) wird dann 


. (26). 


d 

- nn — sin At [— 0,0040 sin At + 0,0049 (At sin At 
+2 cosAt) — 0,3524] 

+ c0s A 1 [0,013 sin At — 0,0040 cos At 

+ 0,0049 » (At cosAt — 2sin At) 

+ 0,0040] = 0 


(29). 


Wertet man (29) aus, so ist die Zeit für die erste Halb- 
schwingung 


l _ 7 + 0,046 
TUE 


Stuttgart. E. Jung. 


?®) Fr. A. Willers, Methoden der praktischen Analysis. Berlin 
1928, 8. 62, 


Über eine Verallgemeinerung des Newton- 
schen Näherungsverfahrens 


Gornstein!) führt eine neue Methode zur Be- 
handlung dieses Problems ein. Er ersetzt in der Formel 
Newtons (Gl.2) den Faktor 1/f’ durch ein Polynom 


Enz = In ER ai|rten Kali) 


!) Zentralbl. f. Math. 42 (1952), S. 364. 
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und bestimmt die Koeffizienten h; durch gleichmäßige 
Annäberung. Diese Koeffizienten sind Funktionen 
von &n. Nach Ausführung der Ableitung schreibt er 
statt &n einen anderen Parameter &, dessen Wert er 


innerhalb des Intervalles beliebig wählt. Dieses Vor- 


gehen ist zwar verständlich, aber nicht glücklich. 
Bestimmt man nämlich die einzelnen Koeffizienten 

nach der Cramerschen Regel und setzt ihre Werte 

in die Gl. (1) ein, so fallen alle Potenzen von x heraus 


und wir bekommen für den Konvergenzgrad 2 (r =0) 


die Formel vonNewton-Raphson 
FRE SANT ee ae en (2) 


für den Konvergenzgrad 3 (r=1) die Formel von 
Halley?) 


TIn+ı = In il a (3) 
2 ER, eR, +4 
25 
für den Konvergenzgrad 4 (r = 2) die Formel 
LP 
eg 
Enıı — In 1 (4) 
f? —fff’ + a7 
und für den Konvergenzgrad 5 (r = 3) die Formel 
In+ı — In 1 
f?-fSff’ 
f 


oe 1 1 1 
2 A ‚Qfrr __fafrr2 ae RT Dr N 
Me HL 
(5). 
Die beiden letzten Gleichungen sind bisher nicht be- 
kannt gewesen. Um ein anschauliches Bild von der 
Leistung dieser Serie zu gewinnen, berechnen wir die 
reelle Wurzel der Gleichung von Wallis 
«3 — 22 -5=0 
mit dem Anfangswert x = 2,1. Es liefert 
Gleichung 2 x = 2,0945 .. 
Gleiehung 3 x = 2,094 551... 
Gleichung 4 = 2,094 551481 ... 
Gleichung5 x = 2,094 551 481 542... 


Wenden wir jetzt diese Serie auf die Gleichung der 
Radizierung 


fe) m —-A=0..:.:.2.6) 


an. Gl. (2) liefert die Wurzelnäherungstormel von 
Heron?) 


1 A+(n—1)ar 
YA=a ee: rs DR, 


Mit a bezeichnen wir den Anfangswert. Gl. (3) gibt die 
Formel von Lambert) 


(nr +1) A+(n — 1)arn 
(n—1)A+(n+DHarn 
und Gl. (4) die Formel von Merrifield5) 
YA=a:- 
‚zn? Aar+[(n-1)A+({n + 1)an][(n+1)A-+ (n-1)ar] 
2 n? Aar+[(n-1)A+(n +1)ar][(n-2) A+ (n +2) an] 
Gr (9). 


®) Willers, Z.angew. Math. Mech. 18 (1938 i h - 
wig, Z. angew. Math. Mech. 29 (1949), 8. 2 De 

®) Verallgemeinert auf den Wurzelexponent n. Willer ER 
Methoden d. prakt. Anal. 2. Aufl. Berlin 1950. S. 42, 

°%) Rubbert, Z.angew. Math. Mech.28 (1948), S. 190. 

°) Rubbert, Z.angew. Math. Mech.29 (1949), 8.160. 


N 


YA=a 


. (8) 


fasst 


darin "entsprechende 
"Konvergonsgrad 5: aus der 


x 


An EN +@r+Dan+ 

4n2 Aar[2n — 3) A+&n +3)ar + 
+ ln -DA+Rm+Nar]fn— 2) A+m+ Ban]. 
+ @— N A+@+ Dar][m—YA+n +2)ar ]- 
[m +1) A+ (m — 1)an] 
[m —2A+m+3Ian] 


Die Aufmerksamkeit der Praktiker lenken wir ganz 


besonders auf die Formel von Merrifield (Gl. (9): 


sie liefert die beste Gleichung für das Quadratwurzel- 
ziehen 


Aa A 2 
a er Eee, ©; (11). 


Auch zu diesen Formeln soll ein Beispiel gegeben 
ne Wir bekommen für A = 6 ausgegangen von 
a = 2,456) 


nach Formel 7: /6 = 2,449 489 7.. 


nach Formel 8: /6 = 2,449 489 7427.. 
nach Formel 11: /6 = 2,449 489 742 783 178 ... 
nach Formel 10: /6 = 2,449 489 742 783 178 098 . 


Zum Schluß erwähnen wir, daßauch dievonEuler 
vorgeschlagene Verallgemeinerung des Newton- 
schen Verfahrens ?) 


an 
- s 3 v) 5 Wr Ir \ e (a2). 
ler aloe zn 


praktisch gut brauchbare Wurzelnäherungsformel 


_ liefert, angewendet auf Gl. (6). 


A-—an 
Oz 
n an 
eR 
er Ben re I 
YA=allta "+ ae I 
DEE en 


Die vollständige Formel hat den Konvergenzgrad 5 
und dieser sinkt nach jedem weggelassenen Gliede um 
eine Einheit ®). Die erreichbare Genauigkeit ist fast die 
Gleiche wie oben. 


Sopron (Ungarn). 1. Kurse: 


e) Es ist 2,4 <V6 <2,5. Man nimmt den Mittelwert, da die 
beiden Grenzen nahezu gleich große Funktionswerte haben. 
”) Willers, Methoden d. prakt. Anal. 2. Aufl. Berlin 1950. 


5. 268. 
») Willers, Z.angew. Math.Mech.18 (1938), 8. 200. 


Remarks on the paper, "The physical com- 
ponents of vectors and tensors.'’*) 

First, the considerations in this paper refer only to a 
real co-ordinate system in a real Riemannian space with 
positive definite fundamental tensor. Actually, some 
of them are applicable more generally. 

Second, since this paper was written my attention 
has been directed to the book of J. A. Schouten, ‚‚Ten- 
sor Analysis for Physieists,‘‘ Oxford, 1951; in particular, 
to the sketch of a theory of „physical objects‘ in Chap- 
ter VI. Professor Schouten’s viewpoint in considerably 
more general than that presented in my paper, and 


) Z. angew. Math. Mech. 33 (1953), S. 345—356. 


correspondingly more ebene 
may consider his presentation of a 
elasticity theory in 88 1—3 of his Ch. VII. There i 


elastieity with those of modern geometry. On the other 
hand, I believe that the principles of finite strain, 
stress, and the theory of large elastic deformation can 
be developed in an almost effortless way, and, as far as 
the prineiples of mechanies are concerned, not only 
rather more understandably but also in far greater 
generality and completeness, by use of nothing more 
tban the simplest principles of tensor analysis). The 
method of my paper then enables one to get an easy 
physical interpretation for each tensorial quantity. 
Third, my colleague Professor Hlavaty has very 
kindly pointed out the connection between the method 
of my paper and the theory of non-holonomic co- 


ordinates. The following is iBR result of our 


conversations. 
In a space of n dimensions, let es be a set of n linearly 
independent contravariant vectors, and let e; be the 


unique inverse set:. 
NN. EL RN: 
27 = 4% FR RN. 


Let Ai(uj) be an arbitrary contravariant (covariant) 
vector. Then 


r=erh (w=edu) . . - - (2) 
are termed its non-holonomie contravariant (covariant) 
components. 

For a fixed set e? „, each of the non-holonomic com- 
ponents is a scalar with respect to change of co-ordina- 
tes. Itis permissible, though by no means necessary, to 
choose the e‘ as unit vectors tangent to the co-ordinate 
curves in a certain co-ordinate system. Then the- 
contravariant non-holonomie components A” become 
what Ricei & Levi-Civita called ‚composantes 
selon les lignes coordonn6es‘‘, while the u. become what 
they called ‚„composantes ... selon les normales aux 
surfaces coordonn6es“. Accordingly, the A"incelude as 
a special case the physical components of $2. To 
obtain the physical components in each different co- 
ordinate system, of course, in general a different set eir 
is to be selected. 


For a tensor a, proceed analogously: 


AN | 
ER jr re. EI ED) 


Note that the non-holonomie components of ö are 5: 


In a metrie space, where indices are raised and lowered 
in the usual way, we can get anin general different set 
of non-holonomic mixed components for a given second 
order tensor by beginning with the associated field 


u; viz. 
EP ER FFN 
ae = ee girglta, | 


k & 
— (nk gel a 1 = gu% gelese a°, = (4). 


or 
= gn69° 0° 


For the special choice of the ei mentioned above,the a,t 


become the right physical components, the Dr the left 
physical components of $ 5. (Of. also (6.1).) 


From the scalar character of the non-holonomie 
components follows, in greater generality, the di- 
mensional invariance discussed in $$ 3 and 8. 


1) G£., e.g., 88 12—14, 26, 36—41 of my paper, „The mechanical 
foundations of elasticity and fluid dynamics,‘ J. Rational Mech. 
Analysis 1, 125—300 (1952). 


question but that Professor Schouten’s broader scope 
_ brings out the connection of some of the ideas used in 


Fe 


2 


= 5 


BI 


W 
iR 
IR 
Bu; 


Es. 
6 detog.+ 
1: Da u 


% a R . t J RN I 
then from (2) follows — BET. 


u 


PEN E ga =G 7° Ve 03.45) 
r Let covariant differentiation with respect to an 
arbitrary connection Tr be denoted by the usual 


comma notation: n pi ete. Now write, e. g., 


u) 
* i PS Tu 
una ei: 
Then ; 
; [Awi i “ 
Kae ee RP (ne a 
Pe a T DB (9). 
=e; 0, T ec Tiyn® 
But 
a 
Put 
nz ereheh :% = 0,6% Mi 
= el, + ek oc 


(Note that when Tr is symmetric, it does not in general 


follow that de is so.) Then in virtue of (10) we may 
put (9) into the form 


De = 0,0" + DT, 12). 
Analogous formulae hold for tensors of all orders. Thus 
to calculate the non-holonomie components of a gra- 
dient, one need only use the ordinary rule for covariant 
differentiation, provided partial differentiation be 
replaced by the operation (8),, while the connection is 
replaced by (11). This result includes and generalizes 
12. 


Finally, when there is a positive definite metric 
tensor which in a given co-ordinate system has com- 
ponents g;,, tben an orthonormal set of unit vectors 
tangent to the co-ordinate curves of this system may be 
defined by assigning, in this particular co-ordinate 
system, the components 


1 
Va 


You 
9. 


m |.leg 


il 
Vgnn 


Vgnn 
(13). 


From this choice of the ei follow the especially simple 
properties of the physical componentsin an orthogonal 
eo-ordinate system. In particular, a sl 


” . @ 
whence is evident the equality of right and left physical 
components in this special case. 


Bloomington (Indiana). C. Truesdell. 


'L. Das gewöh 


nliche 
fachte Newtonsch 

_ Gesucht sei e Er d 
- 6 f@ = E 
wobei f (2) eine in einem Bere ch B de <) 
Ebene gegebene eindeutige Funktion ist. Mit 
vW)=z2 + ’RA - nr 
wobei über fı(z) noch verfügt wird, ist die Gleichung Ei 


2 ge) ee a 
für alle Nullstellen von f (2) und fı (z) erfüllt. 
Das Iterationsverfahren 3 
2,9%) ®=0L...).... (4) 
ordnet einem Ausgangswert z, eine Folge 2,, 23, .. . zu. 


Es gilt ein allgemeiner Satz über das Iterationsver- 
fahren l): Es werde ein Bereich F gewählt, der zu B 
gehört, derart, daß 
A) 9) für zE F eindeutig erklärt ist, _ 

B) eine Lipsehitzkonstante X<{1 existiert mit 


lee) —g@*)]| <K|z—=*| füralle z,2*EF, (5) : 
C) 2, und 2, in F liegen, | IY 
D) der durch — 
K £ en 
lzı sr = gan al Dr EEG) 
definierte Kreis S ganz in F liegt. : 
Dann existiert in ? genau eine Lösung von (3), die 
sogar dem Kreis (6) angehört. Die Folge 27; konvergiert 
gegen diese Lösung. Wenn g(2) in 7 differenzierbar ist, 
kann man 2 
K=Max|g'@). .- m) : 
inF A 
setzen. Setzt man 
1 
ein 8), 
fit ) f (2) ( 


so erhält man das „gewöhnliche Newtonsche Ver- 

fahren“. Willers weist in seinem Buch 2) darauf 
hin, daß es für das praktische Rechnen häufig aus- 

reicht, nicht jedesmal f’(zz) neu zu berechnen, sondern N 

durch einen festen Wert A, z. B. f’(z,) zu ersetzen. Er 

schreibt: „Die Zahl der nötigen Näherungsschritte 

wird dadurch kaum größer, die Rechenarbeit aber 

wesentlich geringer‘. Dieses Iterationsverfahren 


(9) 


werde im folgenden als „‚vereinfachtes N e wt on sches 
Verfahren bezeichnet. Es hat überdies vor dem ge- 
wöhnlichen Newtonschen Verfahren den Vorteil 
einer wesentlich einfacheren Fehlerabschätzung, da 
in (11) nur f’, beim gewöhnlichen Newtonschen 
Verfahren aber f’’ abgeschätzt werden muß. Ferner 


"RL 


!) J.Weissinger, Zur Theorie und Anwendung des Iterations- 
verfahrens, Math. Nachr. 8 (1952), S. 193—212, bezügl. des Kreises 
S siehe Z. angew. Math. Mech. 33 (1953). 


®) Fr. A. Willers, Methoden der rakt. Analysis. 2. Aufl. 
Berlin 1950, 8. 266. % = 


in # 


DZ 0 u 1 
x 


K = Max 
inF 


An Stelle der Bedingung B) tritt also 


Th 
‚=, 


| |A Helse<ı für alle zEF . (11). 


Beispiel:Die Einfachheit der Fehlerabschätzung 
werde durch ein kleines Beispiel illustriert: 
S)=»-30=-0; „=2, f(&) = 2 f’(2) = 80; 
das gewöhnliche Newtonsche Verfahren liefert 
1=2— rn —= 1,975. Als Gebiet F werde daher das 


Stück der reellen Achse ö= 1,97 <z<<2 gewählt; 
dort ist 


753 Ss Sf le) < 80, 
also mit A = 80 nach (11) 


4,7, 
Se a 


S ist hier das Intervall 1 —u, 2+Ww mit 
K 

war Izı — 20| = 0,00153; da S in F enthalten 

ist, liegt auch die reelle Wurzel der Gleichung in $. 

Zugleich sieht man, daß man durch eine kleine Ab- 

änderung die Abschätzung verbessern kann, indem 

man für A etwa das Mittel von 56 und 80, also 


r : 2 
A = 77,65. nimmt; ‘dann wird X = 77,65 —=0,0294. 
2P a 
Natürlich muß man 2, =2 — 7 1,97424 neu 


berechnen. Die Fehlerschranke für |z, — z| wird jetzt 
nur etwa halb so groß wie vorhin, nämlich 0,00078. 


2.Anwendung auf algebraische Glei- 


chungenunddasHornersche Schema. 


Es gibt für das gewöhnliche Newtonsche Ver. 
fahren bei algebraischen Gleichungen 
N 

dy = 
»=0 


fe) = 


eine einfache Abschätzung von Laguerre?°). Nach 
dieser liegt auf dem Rande oder im Innern des Kreises 
in der 2-Ebene, der die beiden Punkte z, und 


als Endpunkte eines Durchmessers hat, mindestens 
eine Wurzel von f() =0. Es gibt Beispiele (etwa 
f(«) = zn = 0), bei denen der Faktor n in (12) nicht 
verkleinert werden darf. Wenn aber z, schon nahe bei 
einer Wurzel 2 liegt, läßt diese Laguerresche Ab- 
schätzung nicht die beim Newtonschen Verfahren 
erreichte Genauigkeit erkennen, und ist im allgemeinen 
viel zu grob. In folgendem ist eine Abschätzung an- 
gegeben, die gerade dann, wenn z, nahe bei einer Wurzel 
2 liegt, scharf ausfällt. Der Bezeichnung der Koeffi- 
zienten wegen sei das bekannte Schema ®) zur Berech- 


») Vgl. E. Batschelet, Über die Abschätzung der Wurzeln 
algebraischer Gleichungen, Elemente der Mathematik 1 (1946), 


73—81. 
#%) Vgl. Fr. A. Willers a.a. 0. 8. 61/62. 


_ nung von f(z,) hier nochmals 


an An—ı ade -.... ..0 F 
‘ 4 er N 
NEN 


Dann ist 4) 
Sa=nt+W@-— 20) fı @) 
Jıea)=ent+®—2)f() 
n—1 n n—2 
Ak) = 2% ”, fl) = z a, a. 
Es folgt mit r, = f’(,) = A 
f=ehtre-Jfi ent —2)(R + fi) 
an te 2ER) 
also 
A4-fQl=k—-al2Le +@— 2) (13) 


fr(2) ist aus dem Hornerschen Schema bekannt und 
kann durch 


= 
Aal < zZ Jar el 


abgeschätzt werden, ebenso |f3(2)|;, wobei man wegen 
des Faktors 2 — 2, überschlagsmäßig mit dem Rechen- 
schieber arbeiten kann. 


Beispiel; f@) = —52?+202—- 0 =0. 
Von der Näherung 1,3 ausgehend sei man zu 2, = 1,274 
gekommen. Das Hornersche Schema lautet: 


110 —5 20 —20 
1,274| 1,623076| — 4,302 201 176) 19,998 995 702 
1 11,274|— 3,376 924| 15,697 798 824|— 0,001 004 298 
1,274| 3,246 152] — 0,166 6035 x 


1 |2,548|—0,130 7721 15,5311953 
Es ist 


_ Fo) — 0.0000 
Fa ‚000 064 663, 


Es werde daher als F das Intervall 1,274 <z << 1,2741 
gewählt. Zur Deutlichkeit sei nochmals hingeschrieben: 


Hier ist 


2) = 1,274 064 663 


fe. (2) = 2? + 2,548 2 — 0,130 772. 
fra] Sf (1,2741) < 4,74 
Kal Sf, (1,2741) < 5,1 

also nach (13) 

A —f’@)| = 0,0001 - 9,4806 


000095 
"15,53 


In # ist 


K = 6,12 - 103 


und nach (6) hat man damit die Fehlerabschätzung 
Bra 4s 10 ee (14). 


Hamburg. 7 Coltatz. 


Zur Fehlerabschätzung bei linearen Glei- 
chungssystemen 

Die Aufstellung einer brauchbaren, nicht zu müh- 
samen und nicht zu groben Fehlerabschätzung für 
lineare Gleichungssysteme mit n Unbekannten ist eine 
sehr wichtige, bisher nicht befriedigend gelöste Auf- 
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gabe, zu welcher diese und die folgende Note einen 
kleinen Beitrag liefern wollen. 
Das Gleichungssystem laute: 


'n 
Sajpık =rj G=eLlhes, mM)... 
k=1 


oder in Matrizenschreibweise 
Aura er ee 


Daß die Einsatzprobe allein keinen Maßstab für die 
Güte einer Näherung abgibt, ist bekannt (z. B. bei 
6,92 — 4,7y = 9,1; 4,7% — 3,2y = 6,2 ergibt die Nähe- 
rungslösung &= — 1,2; y= — 3,7 die rechten Seiten 
9,11 und 6,20, obwohl diese Näherung völlig falsch ist; 
die exakte Lösung ist = 2, y=]). Eine einiger- 
maßen gute Abschätzung wird ohne den Wert a der 
Determinante nicht auskommen; hat man das Gauß- 
sche Eliminationsverfahren z. B. in der Matrizenform 
nach Banachiewicz angewendet, so ist ohnehin die 
Determinante leicht zu berechnen als Produkt von n 
im Schema auftretenden Zahlen }). 


Wittmeyer?) hat eine Formel angegeben, die 
aus der Einsatzprobe die Größe des Fehlers abschätzen 
läßt. Durch eine kleine Modifikation läßt sich die For- 
mel in vielen Fällen wesentlich verbessern, wie Zahlen- 
beispiele bestätigen, indem im Zähler nicht mehr jd 


auftritt. Die gegebenen Zahlen a;; und rj seien etwa 
mit Fehlern fjr, bezw. sj behaftet oder werden abge- 
rundet; es seien A+F und r +s die Matrizen, mit 
denen die numerische Rechnung durchgeführt wird. 
Die Rechnung ergebe einen Näherungsvektor y. Setzt 
man y in das Gleichungssystem ein, so bleibe ein 
Fehlervektor f übrig. Es sei also 


(A+FM)y=r+s+f.....(). 


Mit (2) folgt 


Ay—-ı)=s+f-Fy ....d). 


Nun gilt für eine beliebige Matrix @ und einen beliebigen 
Vektor z 3) 


ezsei<@lll--.-- : ®), 


wobei (die Bezeichnungsweise für den „unteren Betrag“ 
je bzw. den ‚oberen Betrag‘ rel einer Matrix @ 


N 
stammt von H. Wielandt) a] = +Y 2|zj|? den 
1 


Betrag des Vektors z mit den Komponenten 2; bedeutet. 
Damit folgt aus (4) wegen 


A| Z|4 a 
die Fehlerabscehätzung 
Is +24 #lIp! 
Yy er =: = = h « m . 
rn A+M—|F a 


Die Elemente von F lassen sich abschätzen; entsteht 

z.B. das Gleichungssystem, mit dem man rechnet, 

durch Abrundung auf %k Dezimalen, so sind alle 
Ik, Ede 

fir) < Sr 10 und man kann die Abschätzung für eine 


beliebige Matrix 


Een n 1 

Ye 22 

G iS ( >) |\g;% ) (8) 
B k=1 


!) Vgl. etwa R. Zurmühl: Matrizen, Berlin-Göttingen-Heidel- 
berg, 1950, S. 251. 

ie) H. Wittmeyer: Einfluß der Änderung einer Matrix auf die 
Lösung des zugehörigen Gleichungssystems... Z. angew. Math. 
Mech. 16 (1936), S. 287—300, insbes. Gl. (I) auf S. 293. 

°®) Vgl. etwa L. Collatz. Eigenwertaufgaben mit technischen 
Anwendungen, Leipzig, 1949, S. 281. 
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verwenden. Das Hauptproblem bleibt die einigermaßen 
gute Abschätzung von |G| nach unten. Mit dieser Auf- 


gabe befaßt sich für den wichtigen Sonderfall der posi- 


tiv definiten hermiteschen Matrix die folgende Arbeit 
von Herrn Bartsch. In diesem Sonderfall ist e| 


die kleinste und |G| die größte charakteristische Zahl 
von @ 


Zahlenbeispiel: 
433 3,12 —2,56 3,43 
1 312. an3 nm Saas 
A+F=| sea aa 
343 —1M 31058 
7,08 10,4915 
ne 1 —7.2365 \. 
r+8=|) 7,08 R y=| 48878 |’ 
3.01 1.5179 
—0,00035 
r| 000015 
=|  0.00014 
0.00050 


Mit Benutzung der Bezeichnungen und der Formel (3) 
der folgenden Arbeit von Herrn Bartschist 


a = det (A + F) = 56,46; 
4 
sB= D (ax + fir)? = 172,9; 
I, k—1 
3m 18,82; 


‚d + #] > 0,385. Nimmt man die Elemente von A 
und r als ungenaue Zahlen an, also hier mit je einem 


Fehler von höchstens 210 behaftet, so ist 


Is] = V* e 10) — 0,01, 


|r|< 0,02 (nach (8)), und es wird nach (7) 


\ _ 0,01 + 0,0007 + 0,282 
y-als 0,384 — 0,02 


—= 0,803, 


wobei die einzelnen Zahlen im Zähler und Nenner genau 
in der Reihenfolge wie in (7) aufgeführt sind, um den 
Einfluß der einzelnen Größen zu zeigen, und wobei also 
im Zähler das Glied IF |y| bei weitem überwiegt. 
Nimmt man die Elemente von A und r als genaue Zah- 
len, so folgt mit # = s = O nach (7) |y — z| < 0,0019. 

Der Einfluß der Ungenauigkeit der Koeffizienten 
darf nicht unterschätzt werden. 


Hamburg. L. Collatz. 


Abschätzungen für die kleinste charakteri- 
stische Zahl einer positiv-definiten hermi- 
teschen Matrix 


$1l. Bezeichnungen und Ergebnisse. 
Mit A = (a;j) wird eine n-reihige quadratische Ma- 
trix bezeichnet, deren Elemente komplexe Zahlen sind. 
A ist die zu A konjugiert-komplexe, A’ die zu A trans- 
ponierte Matrix. Mit Hilfe von A wird die Matrix B 
gebildet: 
B=(bu)=4 A. 


Die Spur s, von A und die Spur s, von Bsind gegeben 
durch: 


II 
In. 


n n 
air 557 2 bu= 2 lau. 
ıi= j 


i al 


Ist x ein beliebiger Spaltenvektor mit den Komponen- 
ten x;, so lauten diezu Aund Bgehörigen Rayleigh- 
schen Quotienten 0, und Op: Br 


Pr a “(VE 
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Rn —_ 
‚2 Umzi 
_ 4ıJ=- 
Dar n % 
PR 
si 
n_ En 
‚Zub Z| La]? 
Bi 2. el 
0 n n Rn 
PIE & |]? 
i=1 i=L 


Sind alle Komponenten &; = 1, so ergibt sich: 


jene Sn 
=, 2|3Wl°- 
je as 
Schließlich wird noch det A = a gesetzt. 

Voraussetzung: A ist eine positiv-definitive hermi- 
tesche Matrix. 

Die charakteristischen Zahlen KK,» , %n von A> 
d.h. die Lösungen der Gleichung det (A — xE) =0 
(E = Einheitsmatrix), sind positive Zahlen, min = % 
sei die kleinste, mas = #n die größte. 

Es folgt nun eine Zusammenstellung und Besprechung 
von Formeln, die in $ 2 bewiesen werden. 


Für xmin gelten stets die Abschätzungen (1) bis (3), 


von denen (1) und (2) bereits bekannt sind }): 


ten 
Amin > ( „)® er Al ns ERREN, 
— 1\2—1 
min > a(", ) ee er? ° 
4A 
(a — 1) m — 377078 
Kmin > => Hrn (3). 
(sa — 55) 
88 3 
Ist 08 > ed ‚so Ist: 
—: 9, \n—2 | 
a a re (4), 
Yo \'2 7 © 


Ss 
und ist 0, > En ‚so gelten die Formeln: 


a n—2 \n-2 
Eee er u eh 5 
(rn —1)o, +(n — 3) s ,\r72 
Amin > ( ul 6). 
04 SA 


Eine untere Schranke von xmin braucht man z. B., 
wenn für die Lösung eines linearen Gleichungssystems 
eine Fehlerabschätzung durchgeführt werden soll. s, , 
sp 0, und 0, sind verhältnismäßig einfach zu be- 
rechnen, @ dagegen nicht. Wird das Gleichungssystem 
nach dem Gau ßschen Verfahren gelöst, so steht «a 
jedoch bereits zur Verfügung. (Vgl. den vorangehenden 
Aufsatz von Herrn L.Collat z.) 

Etwas bessere Werte als aus (1) und (2) erhält man 
durch Auflösung der von Herrn L. Collatz, Ham- 
burg abgeleiteten Gleichungen 


ı) H.Wittmeyer: Einfluß der Änderung einer Matrix... 
Dissertation Darmstadt (1934). 


Kleine Mitteilungen 183 


nach x. (7) hat im Intervall O<x< 1 zwei Lö- 
sungen, (8) im Intervall O<x<s 4: Die kleinere Lö- 


sung ist in beiden Fällen eine untere Schranke für Xyin- 
Es ist die jeweils beste Abschätzung, die mit Hilfe der 
beiden Größen « und s 'p bzw. a und s , möglich ist. 


Vergleich von (1), (2) und (3): Bezeichnet man die 
rechten Seiten der Abschätzungen (1), (2) und (3) mit 
"1, Tg und r3, so gilt: 


if‘ ( (nm — 2): ie 


mann) 


ee 
; ( 


54 n — 1) (s4 — Sp) 


Daraus folgt: 
r >r,>r, falls 4 >(m—]) sp Ist, 
3, >nr>r, fls 4 <(m—1)s, ist. 

(4) ist eine.Verschärfung von Abschätzung (1), (5) von 
(2) und (6) von (3). (5) und (6) sind leicht zu ver- 
gleichen: (6) ist besser als (5), wenn 

yo <n—- de, — 04) 
ist. Gilt in der letzten Ungleichung das Zeichen ‚‚grö- 


Ber als‘‘, so ist (9) besser als (6). 


Beispiele: 
je 219. 87%. 83. 1057164 


2 89 —5 —253 15 10 
—5 65 5-3 —2 
A=|-—23 5 8389-15 —10 


A= 33..31 2432213 | 
15 —3 —15 73 6 | 
10 2 —10 6 268%] 
Beim ersten Beispiel sind die charakteristischen Zahlen: 
nn =h rn, = 8, #5 = 24, x, = 9% und %, — 480, beim 
zweiten: x, =" = x, — 64 und x; = 128. Mit Hilfe 
der obigen Formeln erhält man: 


Oo ne) (4) 
0,00981 | 0,0646 | 0,591 | 0,391 
2. 20 | 33 22,7 41,6 
Ve (8) 
‚| 0866 | 0,947 | 0,00981 | 0,0649 
2. 37,0. "ungaige 3) 34,5 38,6 


Für o, bzw. 05 wurde der günstigste Wert, nämlich 
Kmas bzw. Xmax, gewählt. 

Für beliebige quadratische Matrizen A sind die For- 
meln (1) und (4) richtig, wenn xmin durch |x|min und @ 
durch |a| ersetzt wird. Man erhält also untere Schran- 
ken für die Beträge der charakteristischen Zahlen von A. 


Ist O= B’ Bund S. die Spur von C, so ergeben sich 
aus (3) und (6) für beliebige Matrizen gültige Formeln, 
wenn x min durch ||}; $, durch s,, s, durch s., und 
0, durch o, ersetzt wird. Der praktischen Anwendung 


dieser beiden Abschätzungen steht der große Rechen- 
aufwand zur Berechnung der Spur sc entgegen. Wer- 
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den die Spaltenvektoren von A mit @,, @., .. . , dn be- 
zeichnet, so ist nämlich: 


n 
= 2 la ajl®. 
c La 2 


$2. Beweise 


B ist eine positiv-definite hermitesche Matrix, wenn 
a #0 ist, Amin möge ihre kleinste charakteristische Zahl 
sein. Ist A hermitesch und positiv-definit, so gilt 
Kmin = YAmin, für beliebige Matrizen A ist stets 
Ielmin > YAmin ?). Von den Formeln (1) und (2), (4) und 
(5) sowie (7) und (8) braucht daher jeweils nur eine be- 
wiesen zu werden. Außerdem kann man damit die Aus- 
sagen des letzten Absatzes von $ 1 begründen. 


Abschätzung (2) folgt unmittelbar aus Gleichung (8), 
die von Herrn L. Collatz wie folgt bewiesen wurde: 
Die charakteristischen Zahlen x,, -. ., %n werden als 
Variable betrachtet und das Minimum von x, unter den 
Nebenbindungen 


n 


N 
s,= Zxi = const, a= II u =const, vs >0 
“ id el i—=1 


bestimmt. Das geschieht durch Differentiation der 
Funktion 


n N ; 
Gen) x +u(&x =) +» (Aa =.) 
 — 


nach den Variabeln x, ..., u. („wv=Lagrange- 
sche Multiplikatoren). Die Voraussetzungen für die An- 
wendung dieser Schlußweise sind erfüllt. Aus 


unten, 


Vak oo soll 
Ki 


folgt 9, =....=% = x* Eliminiert man x* aus den 
Nebenbedingungen, so ergibt sich (8). 


Die Abschätzungen (3) und (6) sollen aus der Un- 
gleichung 


%y (84 an 27 a 


x an 
IE IUE Eve: 


(9) 
abgeleitet werden. Um diese zu beweisen, wird 
n 
JIxı 
a vr. nl 
70 )=- n > 
2 xim 
Bu 
1 
=: 9 (82; 2.9 Mm-ı) 


h {h (#2, - >; Km r—2 


als Funktion der Veränderlichen %,, ... . ., %n_, aufgefaßt 
(#7, #n = const) und das Maximum von f unter den 
Nebenbedingungen 


n 
Zi s, — const, w>0— 
i=1 S 


bestimmt. Bei diesen Nebenbedingungen ist f > 0 und 
beschränkt. Es ist genau dann f = 0, wenn eine Ver- 
änderliche x; = 0 ist. Das Maximum von f kann man 
nach der Lagrangeschen Methode durch Differen- 
tiation bestimmen. Als notwendige Bedingung ergeben 
sich n — 2 Gleichungen, für die 

* 


= an 
rs... mn 


?) Vgl. z.B. L. Collatz: Eigenwertaufgaben mit technischen 
Anwendungen, Leipzig 1949, S. 280. 
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eine Lösung sein möge. Subtrahiert man je zwei dieser 


Gleichungen, so folgt: 
h(ad,.. un) 5) =2 m —2) Me 7) wer, 
,3=2,...,n—l (10). 
Die Gleichungen (10) sind erfüllt, wenn alle x gleich 


sind. #5 > “3 ist nicht möglich, denn setzt man diese 


Ungleichung voraus, so folgt aus (10), daß p Werte 
”* =x% und q Werte x» =x3 sein müssen (9, q >], 
p+q=n—2). Wegen der Nebenbedingungen ist 
%,2ng > x3 oder “> > »% und daher im Wider- 
spruch zu (10): ; 
hiaf,...,x_,) = Mpx +48) (af 4%) 
+rp— Da? +gaa Darf? +2pgx2 x 
>pP+2g+ Dr D>2 m — Main. 


Sy —am—aH 
ee) EN Ey 


Wenn %, , - - . , %n-ı wieder die festen charakteristischen 
Zahlen von A sind, so gilt: 


FEN, <sfic#, N EN 


Es ist also x = 


Diese Ungleichung ist mit (9) identisch. 


Im Bruch auf der rechten Seite von (9) wird der 
Zähler größer und der Nenner kleiner, wenn x, ge- 
strichen wird, daher ist: 


“ = = u {n— l) Kn AT (n = 3) I a | 


(et zn 


Die Funktion 
1 
G@ (x) = In ))x+(n—3) s4) 
hat im Intervall O<x<s, ibr Minimum an der Stelle 


Ss 
=: (11) bleibt daher richtig, wenn x, durch 


x= 
N 


BG 


s 
A 

= x tzt 
= = i 0 <xn ersetz 


wird. Im ersten Fall erhält man Abschätzung (3) und 
mit eg = og, Abschätzung (6). 


oder eine Zahl o mit 


Beim Beweis wurde n > 4 vorausgesetzt. Für n = 3 
sind (3) und (6) identisch und in der einfachen Un- 
gleichung 


Der (sa — 85) = 2%, (X, %e 4 %ı%s + %2%5) 
> 2%, %%, = 2a 
enthalten. 
Die Richtigkeit der Abschätzung (5) folgt aus der 


Tatsache, daß das geometrische Mittel von n — 2 posi- 


tiven Zahlen höchstens so groß wie ihr arithmetisches 
Mittel ist: 


[0 n — 2 n—2 
ee ren are a 
An\S4ı —%ı — “n) 


Die rechte Seite wird verkleinert, wenn x, gestrichen 
8 
und x„ durch o , ersetzt wird, wenn nur 2 = ist. 


Hamburg. Helmut Bartsch. 


bestimmt, während seine Head Richtung n - ö 
setzung jene ist, die zusammen mit dem ee Ks A 
Momentes eine Rechtsschraubung liefert. d 


Von Mo bis eezt eadenän Pichräriechen 
Methoden zur Konstruktion des vektoriellen und 
skalaren Produktes in der räumlichen Mechanik 
seien an dieser Stelle nur die Abbildungsverfahren 


von R. v. Mises!) und W. Prager?), deren 


Bild 1 zeigt die Konstruktion von M, wenn & 
und P in axonometrischer Darstellung gegeben sind. 


Für das rechtwinklige Achsenkreuz wird ein Rechts- 
system verwendet, bei dem die &- und die z2-Achse 


schöne Anwendung K. Federhofer°) zeigen parallel zur Bildebene liegen, während die positive y- f 
E konnte, sowie die Verfahren von R. Beyer), bei Achse mit der &- bzw. y-Achse in der Projektion die y 
welchen lediglich einfache Grundlagen der dar- Winkel von 45° einschließt. Weiter wird die iso- or 
stellenden Geometrie benutzt werden, genannt. metrische Darstellung gewählt, weil dadurch die An- 
3 Diesen Verfahren soll hier noch ein weiteres zur Schaulichkeit der hier vorgenommenen Konstruktionen 
E% Seite gestellt werden, bei dem ebenfalls nur die Hilfs-- Keine Einbuße erleidet und die Konstruktionen ; 
mittel der darstellenden Geometrie und zwar diesschiefe wesentlich vereinfacht werden. Man nennt diese Ab- 2 
Axonometrie 5) mit Benutzung von Umklappungen zur bildungsart das Steinschnittverfahren. 
’ Anwendung kommen. Mit ihm sollen anschließend die Mit Hilfe des Grund- und Aufrisses der Kraft &’, . 
Ex obigen beiden Grundaufgaben der räumlichen Mechanik $’’ und des Bezugspunktes P’, P’’ bestimmt man nach 


ne al rt Dh a a em 


einer Lösung zugeführt werden. Dabei wird es sich 


zeigen, daß auch dieses Verfahren eine große Anschau- 
lichkeit besitzt und die Konstruktionen mit einem sehr 
geringen Linienaufwand zu bewältigen sind. 


1. Konstruktion des vektoriellen Produktes zweier 
Vektoren (Momentvektor). 


Das statische Moment Wi einer Raumkraft St bzgl. 
eines Punktes P 
le en a EN) 


wird durch einen Vektor senkrecht zu der durch r und $ 
gebildeten Ebene # dargestellt. Dabei ist r der vom 
Bezugspunkt P zu einem Punkt der Wirkungslinie 
von Si gezogene Vektor. Dadurch ist die Lage des im 
Punkte P anzutragenden Momentvektors bekannt. 
Seine Größe ist durch den absoluten Betrag 


ENSPE ENTE) DEP 


1) Graphische Statik räumlicher Kräftesysteme. Z. Math. u. 
Physik 64 (1916), S. 209. 

2) Beitrag zur Kinematik des Raumfachwerkes. Z. angew. Math. 
Mech. 6. (1926), S. 341. 

Die Formänderungen von Raumfachwerken. Z. angew. Math, 
Mech. 7 (1927), S. 421. 

3) Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren räumlichen 
Systems. Wien 1928. 

*) Neue Wege zur zeichnerischen Behandlung der räumlichen 
Mechanik, Z. angew. Math. Mech., 13 (1933), S. 17, desgl. Z. angew. 
Math. Mech., 11 (1931), S. 440. 

°) Der Verfasser ist Herrn Prof. Dr.-Ing. K. Karas für die 
Anregung zu dieser Darstellung zu bestem Dank verpflichtet. 


bekannter Art die Aufrißspur e, der durch fl und P 


Blid 1 


gelegten Ebene X. Dann wird diese Ebene um e, in die 
Aufrißebene hineingeklappt, wodurch sich in SP die 


Kraft ft vom Betrage K und in POL = k der Abstand 
des Bezugspunktes ? von der Kraft $tin wahrer Größe 
ergeben. Damit ist aber der Betrag des Momentes 
|M| = M nach (2) bekannt. 

Der Momentvektor steht nach der Umklappung in P° 
senkrecht zur Aufrißebene und ist infolge der früheren 
Festsetzung über seinen Richtungssinn im vorliegenden 
Fall hinter diese gerichtet. Sein Bild fällt folglich mit 
P° zusammen. Für die Konstruktion der Bilder WM’, 
M’ des Momentvektors überträgt man den Abstand 


P'P, nach P'’Pı| P’’G, wodurch sich der Punkt P er- 
gibt. Dann zeichnet man nach Wahl eines Momenten- 


maßstabes den Betrag M — PB PG@ und erhält durch 
Projektion desselben auf die Verlängerung von GP’’ das 


Bild M’— P’ B’. Das Bild M’— P’ B’ folgt daraus 


nach Übertragung der Strecke B’ Bnach D,B’ in Rich- 
tung der y-Achse. Mit W’ und W’’ist aber das axono- 
metrische Bild des Momentvektors Wt bestimmt. 

Es ist zweckmäßig, die Maßstäbe so zu wählen, daß 
die Länge von M gleich jener von K ist. Die Richtung 
des Momentvektors, sowohl in der Grund- und Aufriß- 
projektion als auch in der axonometrischen Darstellung 
ergibt sich nach der früheren Festsetzung wie in 
Bild 1 gezeichnet. 


L ” re 2: e 1! Treny 
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Man kann diese Aufgabe auch noch auf eine andere 
Art ohne Benutzung der Spur e; und Klappung um 
diese lösen. Zu diesem Zwecke wird in Bild 2 durch 
den Bezugspunkt P eine Frontlinie f gelegt und um 
diese die Ebene Z durch $ und P in die Parallellage zur 
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Bild 2 


Bild 3 


Aufrißebene gedreht. Dadurch erhält man wiederum 


die wahren Größen f° von @ und P°L=k des Ab- 
standes der Kraft $! vom Bezugspunkt P. Der Betrag 


M = P’ Bist hierin P’= P° unter dem Winkel & gegen 
f'’anzutragen. Die weitere Konstruktion von M’,M’ 
und M ist die gleiche wie früher. Auch für die Fest- 
setzung des Richtungssinnes des Momentvektors gilt 
das bereits Gesagte hier sinngemäß. 


2. Konstruktion des skalaren Produktes zweier Vek- 
toren. 


Z. angew. Math. Mech. 
Bd. 34 Nr.1/2 Jan./Febr. 1954 


Das skalare Produkt zweier Vektoren ®, iv im Raume 
S— DW. 7 SEND) 


kann nach denselben Überlegungen wie unter 1. axono- 
metrisch ebenfalls sehr anschaulich dargestellt werden. 
Dies soll in Bild3 unter Verwen- 
dung der Methode der Klappung um 
die Aufrißspur gezeigt werden. Die 
beiden Vektoren 9, w mit dem ge- 
meinsamen Angriffspunkt A seien in 
axonometrischer Darstellung gegeben. 
Man legt wieder durch beide Vektoren 
eine Ebene Eund bestimmt die Auf- 
rißspur &. Durch Klappung der 
Ebene E um g, in die Aufrißebene hin- 
ein, ergeben sich ® und iv bereits in 
ihren wahren Größen 9° und m". 
Sind D und w die Beträge der Vek- 
toren, so gilt weiter 


8 =D:W!C08 DR, „al 


wenn ö der Winkel zwischen ® und w 
bedeutet, der sich in der Umklappung 
ebenfalls in’ wahrer Größe darstellt. 
Damit ist aber die Aufgabe bereits 
gelöst. 


Liegen zwei Vektoren mit ver- 
schiedenen Angriffspunkten vor, so 
kann dieser Fall durch Verschiebung 
des zweiten Vektors parallel zu sich 
selbst in den Angriffspunkt des ersten 
oder umgekehrt auf den vorher be- 
handelten Fall zurückgeführt werden. 


Die Konstruktionen werden ein- 
facher, wenn der Ursprung O0 des 
räumlichen Koordinatensystems im 
gemeinsamen Angriffspunkt A beider 
Vektoren gewählt werden kann. 


Diese Aufgabe kann auch hier wie- 
der mit Hilfe der Frontlinienkon- 
struktion erledigt werden. Mit Vor- 
teil wird man diese Methode dann 
anwenden, wenn © nicht mit A zu- 
sammenfallen kann. Da nach 1. diese 
Konstruktion keine Schwierigkeiten 
bieten dürfte, soll darauf nicht /wei- 
ter eingegangen werden. 


Die Bilder 1 bis 3 zeigen, daß beide 
Grundaufgaben auch in der räum- 
lichen Darstellung mit einem sehr 
geringen Linienaufwand zu bewäl- 
tigen sind. Die Zahl der Linien ver- 
ringert sich weiter, wenn die vorste- 
henden Konstruktionen nur in zwei 
Rissen durchgeführt werden, was 
allerdings auf Kosten der Anschau- 
lichkeit geht. 


Darmstadt. H. Weirich. 

*) Diese Gleichung stellt das skalare Pro- 
dukt aus Drallvektor und Winkelgeschwindig- 
keitsvektor dar, das bei der Betrachtung 
der Drehung eines starren Körpers um einen 
festen Punkt auftritt. 


Analytische Behandlung ebener stationärer 
Gasströmungen 


Für die Behandlung von ebenen stationären Gasströ- 
mungen stehen die verschiedensten Verfahren zur Ver- 
fügung, die entweder auf dem Charakteristikenverfahren 
beruhen oder davon Gebrauch machen, daß die Strö- 
mung der Grundströmung benachbart ist. Die ersten 
Verfahren berechnen das Strömungsfeld punktweise, 
während die zweiten analytische Näherungslösungen 
liefern. Im letzten Falle, den wir weiterhin ins Auge 
fassen wollen, muß man die beschreibende nichtlineare 


g 

ngen, wenn man die aan en eine ae 
miegungsadiabate ersetzt, die mit der gegebenen an 
einer bestimmten Stelle in "Funktion und Ableitung 
übereinstimmt. Da bei dem genannten Verfahren die 
zur Verfügung stehende Ersatzfunktion keine weiteren 
Parameter enthält, ist es nicht mehr möglich, die zweite 

Ableitung anzugleichen. 


Die folgenden Untersuchungen zielen Eee ab, diese 
Einschränkungen zu beseitigen. Zunächst entsteht die 
Frage, ob bei Verwendung der Legendreschen 
Transformation anstelle der Transformation in den Ho- 
dographen die Verhältnisse günstiger werden. Man fin- 
det, daß es nicht möglich ist, an jeder Stelle eine Schmie- 
gung zweiter Ordnung zu erreichen, daß aber im Gegen- 
satz zur Hodographenmethode wenigstens eine Stelle 
existiert, für die auch die zweite Ableitung i in Überein- 
stimmung zu bringen ist. Wir können ein solches Ver- 
halten der Arbeit !) entnehmen oder aus der folgenden 
verallgemeinerungsfähigen Darstellung ?) erkennen. 

Das Potential p, das zunächst in den Ortskoordinaten 


(x, y) der Strömungsebene dargestellt wird und der 
nichtlinearen Differentialgleichung 


9% py 
BE ae ze 
genügt, mit 
»—|1 
En WM rtR): 
sofern die Adiabate in der Form 
Po 007 


gegeben ist, denken wir uns unter Einführung des kon- 
jugierten Potentials D auf Geschwindigkeitskoordinaten 
transformiert 2). Ist ® als Lösung der Differential- 
gleichung 


Aa 4 (ı en = (wDn + 20) =-0..0) 


bekannt, so gilt die Darstellung 


g=wdu— DB 
0) 

x =D,„cos d— De 3 
(2). 
” 

y—Pusind +00 | 


Der wesentliche Vorteil dieser Transformation ist die 
strenge Linearität der Gl. (2), der allerdings einge- 
tauscht wird gegen den Nachteil der umständlicheren 
Parameterdarstellung und des Verlustes der Rand- 
bedingungen, die erst nach Rücktransformation in die 
Strömungsebene berücksichtigt werden können. 


In Anlehnung an die entsprechende Differential- 
gleichung für das konjugierte Potential einer inkom- 
pressiblen Strömung 


w Dyw + wDw + Dos = 0 
mit Lösungen von der Form 


BD =G(wei@—%)) =F(d — d, — ilnw) 


3) K. Jaeckel. Darstellung gewisser Näherungslösungen der 
Legendre-Differentialgleichung für Potential- und Stromfunktion 
mit Hilfe analytischer Funktionen. Braunschweiger RAF-Berichte. 

2) K. Jaeckel. GaMM-Tagungs-Vortrag, Aachen 1953, 

3) R. Sauer. Theoretische Einführung in die Gasdynamik. 
Springer 1943. S. 9. 


y=c Eee on 
nicht zum Ziele führen en möglicherweise aber für. 
eine geeignete Ersatzadiabate 


1 


pE=PEe()), : mit ch Ww) = - (5) 


als noch freie Funktion von w. Die Differentialgleichung 
(2) ändert sich bei Wahl einer anderen Adiabate nur 
infolge eines abgeänderten c,. Wir setzen daher 


nl 


und betrachten die Differentialgleichung 
w Du + P(w) (w du + Dass) =0 ... (M 
für die wir Lösungen in der Form 
9=F®—-9,+WWw).....0 


verlangen. Soll jede analytische Funktion des Argu- 
ments 9 — r W (w) der Gl. (7) genügen, so müssen 
wegen 


Du — F’ W’ ; Dow — Fr w’2 +P W’; 
die Koeffizienten der folgenden Gleichung verschwinden 
(mW? P) Er Nee Wer WI DEd 


und liefern zwei Bestimmungsgleichungen für die beiden 
gesuchten Funktionen P (w) und W (w). Wir finden die 
folgenden Zusammenhänge 


P=—wW’: 3 w" — 
und schließlich 
W (w)=aresiniw+tu, 


uW®=0..() 


wobei «# Null gesetzt werden darf, 
| 4 
1—Aw2" 


Schließlich ergibt sich mit (6) als Ersatzfunktion für 
c2, in (4) 


P(w) =1 > a0 


Helm) nel). 


Durch Integration mit Hilfe der Bernoullischen 
Druckgleichung in der Differentialform kann man die 
zugehörige Schmiegungsadiabate mit einer weiteren 
freien Konstanten erhalten. Wir können durch Wahl 
von4 stets erreichen, daß für eine vorgegebene Geschwin- 
digkeit ch, = c”, wird, und es gelingt, für fast jede Stelle 


eine Schmiegungsadiabate zu bestimmen, die in Funk- 
tion und Ableitung mit der gegebenen übereinstimmt. 
Wir haben damit ein Analogon zum Verfahren von 
Tschapligin-Kärmän-Tsien vorliegen mit der 
Besonderheit, daß es hier wenigstens eine Stelle gibt, 
für die eine Schmiegung zweiter Ordnung gilt. Tragen 
wir uns nämlich c}, und ca über w? auf, so finden wir 


eine Parabel, die die Gerade berührt an der Stelle 


4 »+1l 
. = —d=2c0*# = —-— (12). 
ee 2c*, mit AB FE (12) 
Damit ergibt sich, daß jede im Argument 
» — + Wlw) 


analytische Funktion in der Nachbarschaft von wg eine 
gute Näherungslösung der Differentialgleichung (2) 
darstellt. 


Ds — fr e 


18 


Bei Einführung von W anstelle von w vereinfachen 
sich die Transformationsgleichungen (3) wesentlich: 


o=tgW-F—-F$—-9,+MW) 


e% Zip F’. 
U SZ sın (W ei v) (13), 
_ 218: F° . 
an 


wobei man erkennt, daß es sich empfiehlt, anstelle von 
(x, y) Polarkoordinaten (r, y) einzuführen; dann gilt 
für 220% 
ER 
o=tgsW.F’ Fly +2W = 8), 


ir 2/1 y 
!FanaW’ 


(14). 
2W>5 


Für das einfache Beispiel F(z) =z, F’ = 1 ergibt sich 


o=tgW —-2W—y-+ const 
__2Zin 
sn2W 
und damit 
= \ Yı-:®) £ arc cos £ — 1) + const 
ee I m 


(15) 


als Näherung einer Überschallströmung in Polarkoor- 
dinaten für die Nachbarschaft von 

Tr bi 24B — 

BT sin2 Wr’ 
Die Stromlinien sind in diesem Bereich Archimedische 
Spiralen. 


Der Lösungsansatz (8) für die Del. (7) läßt sich leicht 
verallgemeinern. Setzen wir 


Ö=RwF®—-A,+W(w) ... (16) 


und verlangen, daß jede analytische Funktion F des 
Arguments d — d, +W (w) Lösung sein soll, so erhalten 
wir Bestimmungsgleichungen für die freien Funktionen 
P(w), R(W) und W(w) durch die Forderung, daß mit 
Du=RF+RW'F,; Ds = RF’ 

On = R’F+2RWF+ RW?FULRW”’EF 
die Koeffizienten der folgenden Gleichung verschwin- 
den: 

(Rw® W? + RP)F’+ (wPRW’+2w: R' W’ 
+ RwW’)F’+ (wPR’+wR’)F=0. 
Hieraus folgt 
P=-„W2 


R'+uRWr=0 | an; 


Dior ; 
11 | een) TI 
w’-+ R W’-+wN 0 ) 


und als Zwischenergebnis finden wir durch Verbindung 
der zweiten und dritten Gleichung die Dgl. 


W' R R’ 
za a 
mit der Lösung 
u 
W= RB +D, 


wobei die Konstante D Null gesetzt werden darf. Für 


R N Br 
= erhalten wir dann die Differentialgleichung 


Er: 


. (19) 
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womit sich schließlich ergibt 


) 
w—%,sin(W + B) | 
= FW + WW) (20). 
a lich w: | 


4  (WegsW+B)— ) 


In c?, sind nun zwei Konstanten frei, die es erlauben, 
E 


eine Schmiegungsadiabate zweiter Ordnung an fast 
allen Stellen w anzugleichen. Die zunächst für Über- 
schallströmungen zugeschnittenen Formulierungen las- 
sen sich sinngemäß auch auf Unterschallströmungen 
übertragen. Die vorliegenden Ergebnisse decken sich 
mit denen, die R. Sa u er #) in einem allgemeineren Zu- 
sammenhange angegeben hat. Nähere Untersuchungen 
über die „Sauerschen Adiabaten‘“ und ihre Anwen- 
dungen findet man in der Dissertation von W.Müller°), 
in der auch das Verfahren von P&re&s beschrieben wird. 
Alle genannten Verfahren, die sich einzeln als Durch- 
führung eines neuen Gedankens darbieten, können aus 
eine m Prinzip auf folgende Weise entwickelt werden, 
wobei wir uns hier auf die Dgl. (2) beziehen. Die Be- 
zeichnungen im folgenden Abschnitt sind von den frühe- 
ren unabhängig. 
Wir nehmen an, es seien Lösungen der Gleichung 


W:oww +WP(W) Or +P(W ds =0 (D 


bekannt, und stellen die Frage nach denjenigen Trans- 


. formationen, durch die (I) in die invariante Form (II) 


übergeht, 
w pw + wp(w) pw + p(w) pas = 0 = (IB; 


so daß damit auch die Lösungen dieser Dgl. bekannt 
werden. Da bei der Transformation wie in den betrach- 
teten Sonderfällen Differentialbeziehungen eine Rolle 
spielen, ist zu vermuten, daß die Funktion p(w) Kon- 
stante enthalten kann, die eine Anpassung an die Dgl. 
(2) ermöglichen. 

Wir können jedenfalls die unabhängige Variable w 
durch W ersetzen. Wegen 


P(d, 0) = 9* (0, W), 
Pw — WoW » 
wm = W’yyw + W’ pi: 
mit 
uWW'—0, 
erhalten wir aus (II) 


i Ww W” a) . 
ww +) er | 
W: 


w? W’2 
Nach der Transformation auf gleiche unabhängige 
Variablen haben wir weiterhin mannigfache Möglich- 


keiten, die abhängige Variable zu transformieren. Wir 
setzen zunächst 


Wet, +W 
(IM). 


9*(8, W)=©(8,W) 


und erhalten nach Vergleich der Dgln. (I) und (III) die 
Bestimmungsgleichungen 


P(W) 


pw) = uw Zu MW, 
% P(W 
W” (w) + Ta WWW m=0, 


lee Bi 2 N e Menge um Profile bei quadratisch 
ierter iabate. Sitzungsber. d. Bayr. . d. Wiss. - 
Naturw. Kl. 1051, 8. 65-71. en 


°) W. Müller. Gasströmungen bei quadratisch ä 
Adiabate. Diss. 1953, T. H. München. De 


N DE Te 


w Eurä 
> w? 
Pl) = a gaB 


die Ergebnisse des vorliegenden ersten Verfahrens. Wir 


können die Transformation wiederholen und weitere 
Konstanten in die neue Funktion p(w) aufnehmen. 

Die verlangte Form (I) läßt sich aber auch auf eine 
andere Art erreichen. Setzen wir 


p*(d, W) = RK(W) 8(8, W), 
so ergeben sich die Bestimmungsgleichungen 
p == w* un W’? F 


a AU 
= Ba we | 
me WWW’ — m+2&we=0, 


mit am für P(W) =1, die bis auf die Be- 
zeichnungsweise mit denen der vorliegenden zweiten 
Methode und damit auch mit denen von Sauer über- 
einstimmen. Auch hier können wir eine Formelkette 
bilden. Von den weiteren einfacheren Möglichkeiten 


kommt 
p*(9, W) = Dw(d, W) 
nicht in Betracht, a 
9*(9, W) = K(W) Dw(®, W) 


bzw. die Verallgemeinerung 
99, W) = K(WOw +L(W)00#,W), 


für die das Transformationsverfahren, beginnend etwa 
mit P(W) = 1, ebenfalls fortgesetzt werden kann. Die 
letzte Transformation entspricht der von P&re&s. 
Weitere Ansätze sind möglich und liefern Verallgemei- 
nerungen, die den bisher bekannten Verfahren an die 
Seite gestellt werden können, über deren Wert aller- 
dings die praktische Durchführbar keit entscheidet. 


Hannover. K. Jaeckel. 


” 


Die Diffussion aus einer Platte oder Kugel 
bei geringem Umsatz 


Es diffundiere ein Gas aus einem festen Körper her- 
aus. Die Anfangskonzentration des Gases im Körper 
sei cA, die mittlere Konzentration nach der Zeit { sei €, 
dann heißt (c4 — ©)/ca = u der Umsatz. Solange er 
gering ist, läßt er sich durch !) 


=D Dia in N 


darstellen. Dabei bedeutet D den von der Form des 
Körpers unabhängigen Diffusionskoeffizienten und X 
eine von der Form des Körpers abhängige Konstante. 
Allgemein gilt für einen plattenförmigen Körper °) der 
Dicke a 


Fi „® 
8 1 — (@v+1)2 ; Di 
= z 4 2 
1 ar Ö» 1» e (2) 


yv=0 
und für eine Kugel vom Radius R 
= us Dt 
6 1 v 22 
et, a RE RG)" 
v1 


1) Vgl.: W. Jost, Diffusion und chemische Reaktionen in festen 
Körpern. Steinkopf 1937. — W. Seith, Diffusion in Metallen. 
Springer 1939. — E.CremerundF.Ga t t, Radex. Rundschau 
1949, S.257. — E. Cremer, Z. Anorg. Chem., Bd. 258 (1949) 

123. 
> ®2) H. Dünnwald und C. Wagner, Z. für physik. Chem, 
Band 24, 8. 54. 


daß sie für Be G in er er un Se soll. 


dieser Übergang mittels Thetafunktionen vollzogen wer- 
den, wobei sich zugleich die Werte von K für die beiden 
Körperformen ergeben. k 


Wir setzen in (2) 4 x Dija® = = s, dann ist: 


Ben | 
Euren 6) ea 


Differenzieren wir nach s, so erhalten wir (siehe etwa 
Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 3. Auflage, 


S. 41 und 42, unten) mit g = e— ns 


2 I\2 

— (v+5) ns — (n- 3) 

nu’ =2%e =2%gq 

v v 

Die entstandene Reihe hat die geometrische Reihe mit 

dem Quotienten q als Majorante, konvergiert daher 

gleichmäßig in einer Umgebung jeder Stelle s > 0; das 

gliedweise Differenzieren war also erlaubt. Nun gilt 

(loc. eit. S. 42, zweite Tabelle, 2. Zeile, 4. Spalte und 

ganz unten, wo die Funktion 9 (0, x) mit 9, bezeichnet 
ist) 


=» (0,8). 


1 ae 
Vs 9; (0, s) =» (0) == 1—2g, +29 —2+-—. 


mit n-E 


Der absolute Betrag der Glieder der Reihe nimmt vom 
zweiten Glied an monoton ab und die Glieder wechseln 
das Vorzeichen. Also ist 


1 2 
au =— —KR() mt 0<R()s —g.. 

Vs ( ( Vs ı 
Integrieren wir von 0 bis s, so finden wir, da nach (2’) 
fürs = 0 auch u = 0 ist 


— 


= [uloe al) (ö). 


0 

=) = 
BrLT 1 tz et eat 
ZUR w T 


J 
Ersetzen wir s wieder durch den Ausdruck, zu dessen 
Abkürzung es eingeführt wurde, so finden wir für den 
Umsatz bei Diffusion aus einer Platte ?) 


a® 
ee ee < 1layoos  &D 
ayr (6). 


Man könnte u auch genauer berechnen, indem man von 
der in (3°) auftretenden Reihe einige Glieder mehr be- 
rücksichtigt und den Reihenrest abschätzt (er ist ab- 
solut kleiner als das letzte berücksichtigte Glied). Die 
dabei auftretenden Integrale lassen sich alle mittels der 
Krampschen Transzendenten ausdrücken. Hier sei 
nur noch angegeben, daß für s = 0.670 der Fehler R, 
etwa 0.0008 ist und daß sich u für diesen Wert von s 
ungefähr ebenso genau ergibt, wenn man in (2°) nur das 
erste Glied berücksichtigt. Für kleinere Werte von s 
nimmt R, schnell ab, für größere Werte von s ist das 


®) Eine Anwendung der Formel (6) findet sich bei „E.Cremer; 
K. Allgeuer, W. Aschenbrenner, Radex. Rundschau 
1953, im Druck“. Frau Prof. E.Cre mer verdanke ich die Anregung 
zur vorliegenden Untersuchung. 
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erste Glied von (2’) eine bessere Näherung als 2) s/r. 
Fürs=08 ist R,= 0.0022 und für s—=1 ist 
R, = 0.0063. u 

Die Rechnung für den Fall der Kugel verläuft ähnlich. 
Hier tritt die Funktion 9, auf, die bei der (3’) ent- 
sprechenden Transformation wieder in ds übergeht. 
Die entstehende unendliche Reihe konvergiert gleich- 
mäßig und darf gliedweise integriert werden. So ergibt 
sich, wenn ö eine Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet 


u(s) =; +ös)\s f — U (+) (7) 


$ 


Buchbesprechungen : 


2. angew. Matl i 1. Mech. 
Bd. 34 Nr.1/2 Jan./Febr. 1954 


mit 


IT 
s=mD. 


6 
Das K der Formel (1) ergibt sich also zu —-. Wegen 


Rya 


des Gliedes — = ist hier die Annäherung von u durch 


_ Formel (1) nicht so gut wie im Fall der Platte. 


Innsbruck. Gustav Lochs. 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


K.Mayrhofer, Inhalt und Maß. VII + 
2698. m. 17Abb. Wien 1952. Springer-Verlag. 
Preis brosch. 36,— DM; geb. 39,— DM. 

Für eine mathematisch einwandfreie Begründung 
der Integralrechnung besonders ven Funktionen 
mehrerer Veränderlicher benötigt man bekanntlich, 
je nachdem man den Riemannschen oder einen 
allgemeineren Integralbegriff zugrundelegt, eine 
Klärung der Begriffe Inhalt bzw. Maß auf mengen- 
theoretischer Grundlage. Im vorliegenden Buche 
findet der an Grundlagenfragen interessierte Leser 
eine sehr sorgfältige und erschöpfende Darstellung 
der Theorie der Inhalte und Maße, die wegen ihrer 
Klarheit und Übersichtlichkeit zur Einführung in 
dieses Gebiet besonders geeignet ist. Der Inhalt wird 
als additive Mengenfunktion erklärt, die keine nega- 
tiven Werte annehmen darf und deren Definitions- 
bereich ein Mengenkörper ist; das Maß wird als voll- 
additive Inhaltsfunktion eingeführt, deren Definitions- 
bereich ein Mengenkörper ist, der mit jeder Mengen- 
folge auch ihre Summe enthält. Die Transformations- 
regeln für Inhalt und Maß bei homogener linearer 
Transformation beweist Verf. nach dem Vorbild von 
Caratheodory durch Zerlegung in primitive Trans- 
formationen, für die sich diese Regeln sofort angeben 
lassen, und ermittelt als Anwendung die Inhalte von 
Zylinder, Parallelotop, Kegel, Simplex und Ellipsoid 
im n-dimensionalen euklidischen Raum. Besonders 
hervorgehoben werde eine umfassende Theorie der 
Booleschen Verbände und Somenfunktionen, die 
eine neue, sehr allgemeine Begründung der Begriffe 
Inhalt und Maß ermöglicht. 

Inhaltsübersicht: I. Abstrakte Inhalte und Maße. 
II. Der Jordansche Inhalt. III. Das Borelsche und das 
Lebesguesche Maß. IV. Transformationen von Inhalt 
und Maß.- V. Theorie der äußeren Maße. VI. Ver- 
bände und Somenfunktionen. 


Halle. Hans Schubert. 


Dr. Horst Herrmann, Übungen zur Pro- 
jektiven Geometrie. (Lehrbücher und Mono- 
graphien aus dem Gebiet der exakten Wissenschaften, 
Mathematische Reihe Bd. 18.) 167 S. m. 90 Abb. und 
4 Raumbildern. Basel 1952. Verlag Birkhäuser. Preis 
geb. 17,— Schw. Fr., brosch. 14,— Schw. Fr. 

Die Übungen sind zum Gebrauch neben Vorlesungen 
oder zusammen mit einem Lehrbuch der Projektiven 
Geometrie bestimmt und insbesondere dem in der 
gleichen Sammlung erschienenen Werk „Projektive 
Geometrie“ von W. Blaschke angepaßt. Der 
Verf. stellt neuere Gesichtspunkte gegenüber dem in 
den Lehrbüchern über Projektive Geometrie üblicher- 
weise behandelten Stoff in den Vordergrund. Vor 
allem haben die Übungen die anschaulich geometrische 
Deutung der Matrizen und ihre Verwendung zur Dar- 
stellung von Figuren und Zusammenhängen zwischen 
diesen zum Gegenstand. Es wird also „Matrizen- 


geometrie‘‘ geübt. So stellt z. B. eine Matrix in der 
projektiven Ebene ein Dreieck, ein Dreiseit, eine Kurve 
2. Ordnung oder 2. Klasse, eine Kollineation, eine 
Korrelation, oder noch weitere Gebilde und Operatio- 
nen dar. — Behandelt werden die Projektive Geo- 
metrie der Ebene und des Raumes, also die Verwen- 
dung der Matrizen bei der Behandlung der vereinigten 
Lage von Punkten, Geraden und Ebenen, die Kurven 
und Flächen 2. Ordnung und 2. Klasse, Kollineationen, 
Korrelationen, die Polarität, die Beiordnung und die 
Inversion, schließlich die Raumkurven 3. Ordnung 
und die Flächen 3. Ordnung mit 4 Doppelpunkten. — 
Die Reihenfolge der Aufgaben ist so angelegt, daß der 
Übende im Gebrauch der Rechentechnik und in der 
Erfassung der geometrischen Zusammenhänge immer 
selbständiger wird. Er wird von fast vollständig aus- 
geführten Beispielen zum selbständigen geometrischen 
Schaffen hingeleitetunderhält zahlreiehe Anregungen zu 
einer weitergehenden Beschäftigung mit den bahandel- 
ten Gegenständen.—Der Aufgabensammlungsind4 Ana- 
glyphen beigegeben, die wichtige projektiv invariante 
Eigenschaften räumlicher Figuren plastisch darstellen. 
Freiberg. W. Schmid. 


H. Reichardt und W.Tollmien, Die Vertei- 
lung der Durchflußmenge in einem 
ebenen Verzweigungssystem. (Mit- 
teilungen aus dem Max-Planck-Institut für Strömungs- 
forschung. Nr.7.) I+48S. mit 18 Abb. u. 7 Tab. 
Göttingen 1952. Selbstverlag Max-Planck-Institut für 
Strömungsforschung. Preis brosch. 5,— DM. 

Theoretisch und in Modellversuchen wird die Ver- 
teilung der Durchflußmenge in einem ebenen Ver- 
zweigungssystem untersucht, wie es für die Vorgänge 
in Koksöfen eine wesentliche Rolle spielt. Jedoch 
läßt sich darüber hinaus manches allgemeinere Grund- 
sätzliche erkennen. Ein wesentlicher Unterschied 
ergibt sich zwischen dem Fall der seitlichen Aus- 
strömung aus einem ebenen (einseitig geschlossenen) 
Kanal durch ein ebenes Stabgitter und dem umgekehr- 
ten Fall des seitlichen Ei n strömens in einen ebenen 
Kanal durch ein ebenes Stabgitter. Das Erstere er- 
folgt annähernd nach dem Bernoullischen Ge- 
setz (konstante Geschwindigkeitsverteilung über dem 
mittleren Teil des Gitters), das Letztere mit größeren 
Geschwindigkeiten an der Seite des Gitters, die der 
offenen Seite des Sammelkanals zugekehrt ist. Hier 
führt ein Impulsansatz mit gewissen Annahmen eben- 
falls zu annähernder Übereinstimmung mit den 
Messungen. Das vollständige Verzweigungssystem 
(Verzweigung und Sammlung hintereinander geschal- 
tet) folgt in der Mengenverteilung im Wesentlichen 
den Vorgängen im Sammelkanal. — Die Ergebnisse 
der bereits aus den Jahren 49/50 stammenden Arbeit 
haben inzwischen in einer Arbeit über Koksöfen 
(Ph. Veit Diss. Aachen) Anwendung gefunden. 


Weilburg. L. Schiller. 


Herausgeber und Hauptschriftleiter: Prof. Dr.-Dr.h.c. Fr. A. Wi 
Fernsprecher Sammelnummer: 200386. Postscheckkonto: Be 
schrift für angewandte Mathematik erscheint monatlich: Be 


llers, Dresden. Verlag: Akademie-Verlag GmbH., Berlin 'W8, Mohrenstraße 39. 
rlin 35021. Bestell- und Verlagsnummer dieses Heftes: 1009/34/1-2. Die Zeit- 


a e zugspreis: vieteljährlich DM 15,—. Zuzüglich Best ld. Ei = 
Abbestellungen können nur bis 4 Wochen vor Quartalsende anerkannt werden, 5 ee en 


licht unter Lizenznummer 1207 des Amtes für Literatur und Verlagswesen der 


andernfalls wird das folgende Quartalnoch geliefert. Veröffent- 
Deutschen Demokratischen Republik. Satz und Druck : Druckerei 


„Thomas Müntzer“ Langensalza (57 275 4022) (1). Printed in Germany. 


